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: 1. ORDONNANCE DES NOMBRES 



terminer la raison d'èlre de mes procédés qui n'ont d'ailleurs pas 
été aperçus par cet auteur, la voie qu'il s'était tracée ne pouvant pas 
les lui donner directement, Ses méthodes permettent de consliti 
un carré magique quelconque; mais leur appliealion exige la dé- 
mposition des nombres donnés, leur transcription dans une base 
de numération différente, la constitution de carrés intermédiaires 
ou abaques, toutes opérations très longues et par suite peu pratiques, 
eu égard au résultat ri en tirer qui parait, pour beaucoup d'esprits, 
un simple amusement arithmétique. Ce n'est pas l'avis des mieux 
autorisés. Une question qui a vivement intéressé des mathématiciens 
tels qu'Euler et Fermât est certes plus que cela. Elle constitue un 
chapitre de la Théorie dos Nombres ; et, h ce titre, un progris ai in- 
fime qu'il soit, ne peut être indilïérent. En faisant connaître l'or- 
donnance des nombres dans les curés magique impairs et par suite, 
des procédés généraux très-simples pour les construire rapidement ot 
avec la plui u.niiîe facilité, je lui apporte ici un modeste appoint. 
Ce travail n'aura pas été inutile, s'il peut provoquer de nouvelles 
recherches et contribuer ainsi à la solution complète du problème. 
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Le problème des carrés magiques consislc, on le sail, à disposer 
h 5 termes d'une progression arithmétique quelconque dans un 
rré uniformément divisé en «' cases de façon a obtenir une somme 
instante, suivant chacune des bandes horizontales et verticales, et 
aussi suivant chacune îles deux diagonales. On pourrait aussi bien 
adopter n progressions arithmétiques rlilïérentes de n termes cha- 
cune et obtenir également des carrés magiques. Nous ne considére- 
rons dans ce travail que la progression arithmétique naturelle cons- 
luée par les nombres qui se suivent de t a n*. Le lecteur appliquera 
ément ce qui sera indiqué à d'autres séries. 

On appelle base, module ou racine d'un carré, le nombre de cases 
de chacune de ses bandes. >i«us supposons que le carré est placé sur 
une ligne horizontale et nous désignerons simplement ses bandes 
horizontales et verticales par les expressions lignes et colonnes. 11 
ne peut y avoir aucune ambiguïté à cet égard. 

Soit donc n la base du carré ; celui-ci aura n a cases dans lesquelles 
il s'agit, ainsi qu'il a été dit, de placer les nombres successifs 
ï manière que la somme, dans chacune des lignes, 
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est de 



médianes ont pour somme la constante du carré et qu'il c 
même pour les deux diagonales ('). 

Les carrés magiques peuvent être divisés en deux grandes classes : 
ceux dans lesquels l'ordonnance des nombres est régulière et 
définie et ccu\ dans lesquels cette ordonnance n'obéit à aucune 
règle apparente. Noire programme consiste à étudier les premiers 
qui sont les plusiuléressuuls cl dont on déduit d'ailleurs une grande 
partie de ces derniers. Ils comprennent une infinité de carrés qui 
appartiennent à deux types généraux que nous allons successive- 
ment examiner. 



A). TYPES DE CARRES A ORDONNANCE 
OU DISPOSITION OBLIQUE 



Plaçons le premier nombre du groupe fondamental ci-dessus dé- 
fini dans une quelconque (nous indiquerons lout il l'heure une petite 
restriction à cet égard) des cases du carré et non située sur la dia- 



.' montante - i »-^' . Inscrivons ; 



sivement les nombres de 



la première ligne de ce groupe dans les cases qui suivent parallèle- 
ment à celle di;ieonale {'eu d'autres termes, ces nombres suivent in 
marche des pions au jeu de dames). Aussitôt que l'on aura atteint un 
des bords du carré, on placera provisoirement le nombre suivant, en 
supposant le carré reproduit au-delà de ce bord. Le nombre !\ de la 
figure a se trouve dans ce cas. Ce nombre devra occuper dans le 
carré une situation identique a telle qu'il possède dans le carré nuxi- 



( l ) Nous désignorons par diagonale 
par la signo ^^T colle qui part d 
diagonale sera rapréeantée par «8--^ 



sommet inférieur du carré : l'autre 






liairo que nous 
figure. 



CA.HBES MAGIQUES DE MOBILES PREMIERS J 

■pposé et qui est tracé en pointillé sur la même 
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Mettons donc ce nombre a la place qu'il doit occuper dans le 
arré adopté et complétons, comme il a été dit, le placement des 
nombres de la première ligne fin groupe. Le dernier nombre de la 
première ligne (5 dans le cas de la figure) étant inscrit, nous Ins- 
ons le premier nombre de la ligne suivante, immédiatement an 
dessous de ce dernier et nous placerons les nombres successifs de 
cette seconde ligue comme nous l'avons Tait pour la première, c'est- 
à-dire suivant la marche des pions au jeu de dames. Dans le cas de 
la figure, le nombre 7 tombe dans le carré provisoire de droite, il 
a été reporté à la place qu'il doit définitivement occuper. Le 
dernier nombre de la seconde ligne élant placé (c'est le nombre 10 
dans notre hypothèse), le premier nombre de lu troisième ligne 
(soit 11) sera inscrit immédiatement au-dessous et l'on conti- 
nuera a appliquer la règle jusqu'à épuisement de tous les nombres 
du groupe fondamental adopté. Le carré ainsi constitué sera 
magique. 

Pour bien fixer les idées, nous donnerons comme second exemple, 
un carré de module 7. On a figuré les carrés latéraux provisoires 
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afin de faire complètement saisir la méthode. En pratique, il est 
inutile de les tracer. 
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Fig. î. 

On remarquera, l'observation est importante (et c'est ce que 
Bâche t n'a pas vu, quoiqu'il eut le germe de la méthode), que la 
ligne médiane du i/raiipr. fondamental occupe la diagonale montante du 
carré. C'est la ligne mn<ji'[uc du grimpe. Pour tous les carrés ainsi 
formés, le point de départ doit être choisi de façon que les nombres 
de la ligne médiane occupent cette diagonale. Autrement le carré ne 
serait pas magique. 

Le premier nombre du groupe doit être inscrit dans unecase telle, 
que, de par le mécanisme adopté pour le placcmcntdes nombres, la 
ligne médiane du groupe fondamental vienne naturellement occuper 
ladite diagonale. H suffit pour cela que ce premier nombre soit 
placé dans une parallèle à celte diagonale dont le rang à compter de 
cette dernière, soit précisément celui de la ligne magique dans le 
groupe fondamental. 

L'ordre des lignes et des colonnes du groupe fondamental naturel 
peut Être modifié d'une façon quelconque. Quelles que soient les per- 
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I mutations que l'on fasse subir aux lignes et au» colonnes du groupe 
naturel, toutes (es dispositions ainsi obtenues constituent des groupes 
fondamentaux sur lesquels on peut opérer, comme on l'a fait pour le 
groupe naturel. Les carrés déduits de lou:( ces groupes seront 
magiques à la condition de toujours placer dans la diagonale montante 
la ligne magique du groupe considéré. 
L'ordre des ligues du groupe fondamental étant ainsi indiflérent, 
on placera sa première ligne dans une suite quelconque de cases 
appartenant à une parallèle a la dite diagonale. Le dernier nombre 
de ccLle ligne se trouvera immédiatement au-dessus d'une case dia- 
gonale ou non. Dans le premier cas, on placera au-dessous du der- 
Inier nombre inscrit, le premier nombre do la ligne magique du 
groupe et l'on continuera comme il a été dit : les nombres de celle 
ligne étant tous placés, on inscrira dans le carre toutes les lignes qui 
restent conformément à la règle indiquée. Dans le second cas, on 
opérera suivant la règle donnée jusqu'à ce que le dernier nombre 
d'une ligne se trouve iin média tement au-dessus d'une case diago- 
nale; et alors on placera sous ce dernier, le premier nombre de la 
ligne magique. 
Ces explications, un peu longues peut-être, étaient nécessaires 
pour bien faire comprendre le mécanisme de lu métbode. On voit 
d'ailleurs que l'on puni s'alTrandiirdo Inule sujélion ci] plaçant au pre- 
mier rang du groupe, les chiffres de sa ligne magique et en inscrivant 
mmédialeiuent ces chiffres dan? h di/i^oriali! qu'ils doivent occuper. 
Soit comme exemple, le groupe suivant tiré du groupe naturel. 



t, . 5 



et dans lequel la ligne médiane occupe le second rang. Plaçons tout 
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d'abord les nombres de celle ligne dans la diagonale montante en 
parlant d'une case quelconque de celle diagonale et nous obtiendrons 
le carré ci-contre (fig. 5). 
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On voit que l'on formera ainsi un très grand nombre de carrés 
magique» tous diiïérenls et dans lesquels on peut faire occuper à u 
chiffre quelconque, n'appartenant pas à la ligne magique, i 
conque des n s — n— n(n — i) cases n'appartenant pas à la diagonal 
montante. 

La particularité relative à celte ligne magique étanl toujours res- 
pectée on peut, au lieu de placer le premier nombre d'une ligne 
immédiatement au-dessous du dernier nombre de la ligne précé- 
dente, le placer a, 3elc, juaqu'àfn — a)(') cases au-dessous et faire 
l'inscription des nombres d'une même ligne comme il a éLé dit précé- 
demment. i.,cs carré* obtenus seront lous magiques. On a ainsi 
(n — a) types thsiincU de carrés à ordonnance oblique. 

Ce carré limile de degré {« — a) présente une particularité 
essentielle. Elle consiile en ce que la colonne magique du groupe 
(c'est la colonne médl'iio: du groupe naturel, occupe la seconde dia- 



\e dit carré. 



(') Los carrés de liachet appartienne 
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Le choix de la case Je départ, pour le construire, se trouve ainsi 
limité. Cette case doit être tello que la case centrale iln carré soit 
occupée par le chiffre central ou médian du ijroape naturel. 

Dans la pratique, il suffit de disposer le groupe de façon à donner 
le premier rang à la ligne et à la colonne magiques, tout en plaçant 
eu tête du groupe le nombre central. Ceci fait, on construira le 
carré en inscrivant le premier nombre du groupe ainsi constitué dans 
a case centrale. 

Il n'est peut-être pas superflu de faire remarquer que placer un 
nombre (n — a) cases au-dessous d'un autre revient a le placer 
[n — (n — a)] = a cases au-dessus de ce dernier. 

Ce qui précède fait comprendre la singularité des carrés de mo- 
dule 3. Ce sont des carré» limites, c'est-à-dire de degré (a — a): 
leurs deux diagonales doivent être occupées par la ligne et la colonne 
médianes du groupe naturel. Il faut, pour les former, placer ces der- 
nières dans les deux diagonales. Ou les complétera facilement. La 
constunte des carrés do 3 est i5. Ce module ne fournit donc qu'un 
type unique de carré. 



î S , 



11 n'est pas nécessaire d'écrire le groupe fondamental toutes les fois 
que l'on se propose de construire un carré. Un peu d'habitude permet 
de s'en dispenser : mais pour éviter toute erreur, il est bon de placer 
dès le début dans la diagonale montante les nombres de la ligne 
magique du groupe dans l'ordre que l'on veut adopter. 

Ci-après, à litre d'exerch-es quelques exemples do carrés à dispo- 
sition oblique. Ils corresponde^ à des groupes fondamentaux diffé- 
rents qu'il est d'ailleurs aisé de retrouver. Nous nous bornerons au 
module 7. 
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IPour placer les chiffres successifs d'une ligne dans le carré, nous 
avons adopté l'ordonnance oblique vers la droile. On conçoit que 
l'on peut les disposer obliquement vers la gauche. On obtiendrait 
ainsi des carrés qui seraient l'image dans un miroir des précédents. 
On ne peut donc pas les considérer comme distincts. On peut aussi 
bien disposer ces chiliïes en descendant vers la gauche ou la droite ; 
dans ce cas, le premier nombre d'une ligne devra être placé an- 
dessus du dernier nombre de la ligne précédente. Ces carrés ne sont 

I également pas nouveaux ; on les obtiendrait aussi en faisant tourner 
les précédents de 180" dans leur plan. 
Dans tous les carrés obliques, à l'exception de ceux île degré (;i -j), 
on peut, sans modifier leur ordre relatif, transportée un nombre 



quelconque de lignes de la partie ! '. L . f du carré à sa partie 

férieure ),,,.., 

J, a la condition de transporter ensuite un même 
peneurc ) ' 

nombre de colonnes de la ! . { à la i , -, ( do ce carré. 

( gauche ) ( droite ) 

Les carrés ainsi obtenus sont tons magiques, ils appartiennent 
type du carré dont ils auront été déduits. 

Los carrés à ordonnance oblique peuvent, par ses déplacements 
de quartiers et autres modifications que l'on trouvera décrits on 
détail dans l'ouvrage de M. liiollot déjà cité, donner naissance a une 
foule d'autres combinaisons également magiques, mais dans lesquelles 
l'ordonnance régulière que nous avons défmic se trouve totalement 
masquée et que l'on ne peut par suite constituer directement. C'est 
pourquoi on pourrait les appeler dérivés par opposition aux pre- 
miers que l'on peut qualîlicr tic primitifs. 

Entre autres modifications que l'on peut faire subir aux carrés 
à ordonnance oblique, nous nous contenterons de signaler la sui- 
vante. Si l'on divise l'un de ces carrés, d'un degré m différent de 
(n — a), en deux parties par sa diagonale descendante et si, conser- 
vant sa position au grand triangle dont l'hypolbcnuse est constituée 
par cette diagonale, on fait glisser sur ses colonnes le petit triangle 
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de façon à l'amener au-dessous du précédent, on obtient un paral- 
lélogramme dont toutes les bandes et les diagonales sont magiques. 
En le redressant, on eu fait un carré qui appartient à la catégorie 
de ceux qui seront décrits ci-après. 

Soit a titre d'exemple le carré do module 7 et de degré 3. 



Dans ces carres, les nombres successifs d une même ligne du 
groupe suivent une marebe analogue a celle du cavalier au jeu des 
écbecs. Dans une première série de carrés, un nombre b occupe 
par rapport à celui a qui le précède dans une ligue du groupe, la 
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11) TYPES DE CARRES 
A ORDONNANCE OU DISPOSITION CAVALIERE 
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îiisilion indiquée sur !a figure îfi. En d'au 1res termes, Ira coordon- 
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* 



lécs de h relativement à a dans le carre sont i suivant la direction 
horizontale et a suivant la direction verticale. En désignant ces 
directions par a? et y, on peut représenter la situation do o rela- 
tivement a (t par {x -+- a y), étant bien entendu que a; et y n'ont 
aucune valeur quantitative. La position du nombre suivant c, de la 
même ligne, sera (x -+- ay) par rapport à b et a (x -+- av) ou 
iy par rapport à a ; c'est-à-dire que pour trouver la situation 

c à partir fie a, il faut avancer de deux cases ho ri zontal ornent et 

quatre cases verticalement. 

En général, la position dans un carré de deux nombres successif» 
du groupe peut être délinio par l'expression (pr ■+- qy), p et q dési- 
gnant le nombre de cases dont on doit avancer suivant les direc- 
tions principales, à partir du premier de cea points, pour trouver 
la position du second. 

Si donc (p.v -+- qy) définît l'ordonnance de deux nombres succes- 
sifs d'une mémo ligne du groupe fondamental, il faudra multiplier 
celte expression par a, 3. fi, etc., pour trouver la position dans le carré 
des nombres suivants de la même ligne. Chacun de ces facteurs doit 
affecter en môme temps les deux paramètres p et q, les lettres x et 
v- étant seulement, nous le répétons, les symbules indicatifs des deux 
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On pourrait a la rigueur s'en dispenser, en 
ne expression binôme, le premier terme indi- 
:s dont on doit avancer horizontalement et le 

doit avancer verticalement. Pour employer 
dira que l'eïpression est une cruan- 

peut tout aussi bien représenter par(p -t- 51), 



directions principale. 1 ! 

convenant que dans 

que le nombre de ca 

second, celui dont o 

des notations très a 

tité complexe que l'or 

l'addition étant simplement géométrique. 

Dans tout ce qui suivra, nous considérerons le sommet inférieur 
gauche du carré comme origine, les directions positives des x et des 
y étant celles des côtés qui partent de celte origine. Avec cette con- 
vention, toutes les cases qui occupent la première ligne du carré 
(soit sa hase) ont pour ordonnées zéro et toutes celles qui occupent 
sa première colonne (celle de gauche) ont zéro pour abscisses. 

Les coefficients de x et de y ne peuvent acquérir que des valeurs 
entières inférieures b (n — 1 ). Sitôt qu'un de ces coefficients dépasse 
celte valeur, la position correspondante se trouve dans un des carres 
auxiliaires des fig. 3, 3 et 5. Reporter cette position dans le carié 
adopté équivaut à déduire ri de ta valeur de ce coefficient. En 
d'autres termes, les expressions {px -+- <]y) indicatives de la position 
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1 carré, sont d 






s congruenles de n 



quel 



indications familières d'ailleurs à tout lecteur au 
simples notions mathématiques, nous seront utiles 



,hdc n 

courant des plu- 
pin, loin. 

Les nombres successifs d'une même ligne du groupe fondamen- 
tal, suivent, dans le premier des types que nous étudions mainte- 
nant, la marche du cavalier de l'échiquier. Le premier nombre du 
groupe adopté sera placé dans une qnelronque des cases du carré et 
les nombres qui suivent dans la même ligne, dispesés comme il est 
dit (la marche doit toujours Ôtre dans le même sens ; celle que 11003 
adoptons a ses deux coordonnées positives, c'est-à-dire vers la droite 
en montant). Si l'un de ces nombres dépasse les limites du carré 
et tombe dans l'un des carrés auxiliaires qui l'entourent, on le 
reportera dans la case identique du carré que l'on se propose de l'or- 
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mer, tout comme cola a été Tait pour les carrés à ordonnance obli- 
que. Les nombres de la première ligne étant épuisés, on placera 
s le dernier nombre inscrit, le premier nombre de la ligne suivanLe 
et l'on continuera ainsi jusqu'à épuisement de Ions les nombres du 
■oupe. Le carré formé sera magique. 

Dans les cariés du type qui vient d'être défini, l'ordre des lignes 
et colonnes du groupe fondamental n'a aucune importance. On 
peut permuter les lignes ou les colonnes, comme on le voudra, 
placer le premier nombre du groupe dans une case choisie a vo- 
lonté, sans restriction, le carré à ordonnance cavalière que l'on en 
déduira sera toujours magique. Ci-après (lig. i5) un exemple tiré 

Idu groupe naturel el dont le premier nombre a été placé dans la 
casa (ai -t- ay). 
Ou peut, dans ces carrés, opérer une permutation circulaire quel- 
conque des lignes et des colonnes, le carré résultant sera magique. 
Ceci permet de donner il un nombre quelconque du carré une 
situation relative déterminée. C'est une conséquence du fait que l'on 
peut placer le premier nombre du groupe dans une case quelconque 
arbitrairement choisie. 

M*iG099Un, — l>f l'ordonnança de* nombres, » 
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De telles permutations ne peuvent, on le conçoit a priori, inodi- 
lier la magie des lignes et des colonnes d'un carré déjà magique. 
Mais la magie des diagonales peut en être altérée. On vérifiera que 
dans lus carrés du type ici défini, toutes les lignes parallèles aux 
deux, directions diagonales du carré sont aussi magiques. Eu consé- 
quence, uno permutation circulaire des lignes ou des colonnes pro- 
duira aussi toujours des diagonales magiques. C'est lo caractère det 

''l"/tlJ[IM. 

Los nombres peuvent suivre aussi la marche du cavalier à gain 
Oa obtiendrait ainsi de» carrés qui seraient l'image dans un mil 
des précédents. 

On peut également donner aux nombre* la marche du eavi 
descendant à droite ou a gauclie. Dans ce cas le prcini 
d'une ligne sera placé au-dessus du dernier nombre de la ligne pré- 
cédente. Ces derniers carrés seraient identiques aux précédents qi 
l'on aurait fait tourner de 180° dans leur plan. 

On obtiendra des nouvelles séries de carrés en donnant 
nombres une marche analogue à celle du cavalier, mais montant 
3, h... (n — a) pas, au lieu de a ; c'est-à-dire que ses marches 
raient représentées par (x -+- 3y), [x -+- tiy) t .-■ [*' + (" — 
Le pas (n — a) constitue ici aussi une limite. Ces nouveaux; cai 
sauf ceux de la dernière série, peuvent subir une permutation 
culairc quelconque de leurs lignes ou de leurs colonnes, sans 
leur caractère en soit altéré. En d'autres termes, ce sont 
carrés diaboliques. 

Les carrés de (n — a) pas présentent une particularité essentii 
analogue à celle des carrés obliques de la série limite. Les nombi 
de la eolonne magique du groupe fondamental doivent occuper une 
du diagonales du carré. Etant données les directions adoptées pour 
l'ordonnance des nombres, cette colonne occupera toujours le dis 
gonale descendante. Donc pour construire les carrés de ce tjpe, il 
faudra placer dans la diagonale descendante, un nombre de la 
colonne magique du groupe fondamental. 
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Voici qucli|UGs exemples de carnis a ordonnance cavaliÎTe. 
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Afin d'aider le lecteur à reconstituer ces U derniers carrés, noua 
avons souligné les cases où l'on a placé le premier nombre du 
groupe. 

La série des carrés à ordonnance cavalière est loin encore 
d'être épuisée. Dans les types plus haut définis, ou peut placer le 
premier nombre d'une ligne, non pas immédiatement au-dessous, 
-dessous du dernier nombre de la ligneprécé- 
scarrés cavaliers de pas et de degrés divers. 
Les carres que l'on peut ainsi constituer 
sont ceux pour lesquels la somme du pas 
et du degré ne dépasse pas n — i(') ; et 
dans le cas où cette somme égale cette 
limite, les nombres de la colonne magique 
du groupe doivent occuper la diagonale 
descendante du carré. 

Ci-dessous quelques exemples de carrés 



mais a, 3... etc., cases a 
dente. On obtient ainsic 



33 I 4 6 
8 tS 17 ai 

1 3 10 15 






Kg. aï 

Carré de ï> pas cl de degré 4 (') 



(') En d'autres termes, celle somme ne [lout-étri! congrue 
i ire ogale 6 ïéro. 
( a ) La régie de la lïmilc n'est pas en défaut, puisque 5 + (1 
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Si l'on divise un carré cavalier de ("— a) pas et de degré un, en 
deux parties par sa diagonale descendante et si l'on transporle le 
petit triangle supérieur sous le grand triangle limité par telle diago- 
nale, on obtient un parallélogramme qui, redressé, est un cavalier 
simple magique à deux pas. Une faudrait pas en conclure quels divi- 
sion, effectuée sur un carré cav.'diiu- simple, duimciri Ion juins un carré 
cavalier de (n — a) pas. 

De nouvelles séries de carrés magiques seront encore fournies par 
une ordonnance moins simple pour les nombres successifs d'une 
même ligne du groupe et aussi pour leur degré. Un choix judicieux 
des paramètres de marche et de ceux du degré donnera toujours un 
carré magique. Exemples : 
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.1 de marche (« + î 7 ) 



Ce dernier carré (fig. afi) est aussi cavalier de 5 pas et de degré 
4 pour un groupe fondamental dans lequel l'ordre de colonne serait 
j-5-3-6-3-7-4. Comparer ce carré à celui de la figure a3. 

La variété des types dans la catégorie définie en dernier lieu pa- 
raît considérable ; mais ils peuvent être souvent ramenés à des types 
plu. .impie.. 

Ce qui précède montre qu'il existe deux séries de marches uni- 
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formes (oblique et cavalière) (jui donnent toujours d'emblée des ca- 
rés magiques. 

Le fait seul que les nombres d'une ligne du groupe fondamen- 
tal que l'on considère, ont dans le carré une ordonnance 
régulière îi Eij>lî<|ue également «ne ordonnance régulière pour Ici 
nombres d'une mPmo rolonne. Considérons par exemple les carré» 
cavaliers de (n — a) pas. Nous savons que leur diagonale ♦-^ 
csL occupée par les nombres do la colonne magique du groupe. 
Nous pouvons en conclure, ainsi que l'on peut le vérifier, que toute 
Hgnc parallèle à cette diagonale est constituée par des nombres ap- 
partenant à une même colonne du groupe fondamental. 

La règle est générale. La distribution dans le carré des nombres 
d'une même colonne est étroitement liée a celle des nombres d'une 
même ligne. On peut, pour ebaque type de carré, déterminer cette 
relation. On vérifiera que dans les carrés obliques, par exemple, 
les nombres d'une mémo colonne sont distribués suivant une mar- 
che cavalière qui ne varie pas pour toutes les colonnos du groupe ; 
mai» cette marche est maniante vers la tjaaclie. Le pas du cavalier est 
égal ii la diflércncc entre (n — i)ctle degré du carré oblique considéré. 

Dans les carrés cavaliers non limites, les nombres d'une même 
colonne suivent aussi une marche cavalière vers la gauche. 

Le lecteur sait maintenant construire avec facilité une infinité de 
carrés magiques d'un module premier quelconque. Chacun de rrs 
carrés donnera, par l'application des règles de Lucas et autres citées 
à l'occasion des carrés obliques, naissance à un Rrand nombre de car- 
rés différents également magiques, mais dans lesquels l'ordonnance 
primitive des nombres se trouvera complètement bouleversée, au 
point que souvent il sera difficile sinon impossible de retrouver le 
carré dont ils ont été déduits. 

?\ous pensons que l'on peut appclor tUrivès ou secondaires les 
carrés do celte nature par opposition aux premiers que l'on est jus- 
tifié à qualifier de primitifs ou réguliers. 

Quelles que soient les permutations que l'on fasse subir au* 
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I lignes d'une paît et aux colonnes d'autre port dans la groupe na- 
turel, il est clair qu'une ligne ou une colonne quelconque des groupes 
résultants est toujours constituée par les mêmes nombres, dont 
l'ordre seul a varié par suite tle ces permutations. Lursqn'on se trou- 
vera en présence d'un carré magique, il faudra y chercher la suite de» 
■ nombres d'une même ligne et en étudier In disputilion. 11 suffira 
toujours de l'examen dcquelqucs-uns d'entre eux pour en déduire 
immédiatement sa constitution et voir s'il est primitil' ou dérivé. 

Il serait intéressant de calculer le nombre de carrés primitifs dis- 
tincts que l'on peut construire pour chaque module. Nous ne nous 
arrêterons pas à cette recherche qui ne rentre pas dans le programme 
que nous nous sommes tracé, 

Noua donnerons ici, sur la théorie des procédés décrits, les quelques 
notions qui nous sont strictement indispensables, pour faciliter 
l'eipnsition du chapitre qui snil relatif aux modules composés. Ces 
notions très simples seront un peu plus développées dans notre se- 
conde partie. Nous engageons toutefois le lecteur qui voudrait les 
■ approfondir à consulter « Les Espaces Hvpermagtqucs » de M. G. 
Arnoux auquel nous les avons empruntées. 
Considérons un groupe naturel que nous écrirons en renversant 
l'ordre des lignes de façon h le lire do bas en haut. 

Nous prendrons comme origine le nombre par lequel commence 
la première ligne. Celte première ligue ou ligne de hase sera la direc- 
tion des x positifs, la première colonne, celle de gauche sera la 
direction des/ positifs. Ce renversement du groupe n'a été opéré que 
pour foire concorder ces axes avec cenx que nous avions 
adoptés pour les carrés ; on conçoit qu'il ne modifie nullement 
tout ce qui n été dit jusqu'ici. Nous désignerons par \ cL i, pour 
les distinguer, les deux directions principales des carrés. 

Afin de préciser nos explications, nous étudierons lp groupe tic 
module 5 ; elles s'appliqueront entièrement a un module premier 
quelconque. Inscrivons donc ce groupe (fig. 37) cl supposons-le 
indéfiniment répété de façon a couvrir uniformément tout le plan. 
On peut aisément constater qu'une Iknc quelconque indéfinie, pas- 
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nt par deux nombres arbitrairement choisis dans ce groupe, ren- 
conlro tout d'abord et dans un certain 
. a5 ordre n nombres différents (cinq dans 
. ao l'exemple choisi), et ces n nombres se re- 
. io trouvent ensuite sur cette ligne, indéfiniment 
. 10 reproduits daua le même ordre. En un mot, 
h ■ 5 cette ligne ne rencontre dans le plan que n 
y nombres différents. L'hypothèse de la ré- 

pétition indélinie du groupe n'a été adoptée 
que pour Lien l'aire saisir ce point. Nous pourrons bientôt l'aban- 
donner. En effet, lorsque la ligne en question aura dépassé les li- 
mites de notre premier L'imipo, elle rencontrera hors de ces limites 
un nombre que l'on retrouvera dans ce groupe. 11 suffira alors de 
partir do ce dernier, parallèlement à la direction adoptée pour 
retrouver les nombres que la ligne indélinie aurait coupés dans le 
plan. Quand cette parallèle aura dépassé aussi ces limites, on se retrou- 
vera dans le même cas que précédemment et on continuera l'opéra- 
tion par une troisième parallèle à la direction donnée, et ainsi de 
suite- Notre groupe originel fournira donc ces n nombres et l'on 
retombera finalement sur le point de départ. Ainsi ce groupe suNit 
à lui seul pour représenter le plan uniforme que nous avons ima- 
giné. On peut dire qu'il représente ce plan congruent de module n. 
Sauf pour les deux dircr-lums [irinci/Kil:^ ,<■ cl. y i l'expression com- 
prend (ouïes les parallèles à ces deux directions; qui ne jouissent pas 
de la propriété que nous allons indiquer, on peut vérifier que la 
somme dus n nombres différents rencontrés par une direction quelcon- 
que est magique. Le groupe fondamental est donc magique pour 
toutes ses directions autres que les deux principales. 

Adoptons donc deux directions quelconques parlant de l'origine 
du groupe et dijl'crt'iilcs 'le relies des deux axes ; elles sont magiques. 
Inscrivons respectivement sur les axes £ et r, du carré et dans l'ordre 
où ils se présentent, les nomLres rencontrés par chacune de ces 
deux directions. Nous avons ainsi les éléments suffisants pour la 
formation d'un carré. 
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I Soient, par exemple, les deux directions déterminées par II 
nombres î et 8, d'une part et r et in, 
d'autre part. Inscrivons (fig. 28) les nombres 
1, 8, i5, 17 et t!i rencontrés par la première 
direction sur l'axe £ et 13, a3, 9 et 20 ren- 
contrés par la seconde sur l'axe 1 du carré. 
Ceci fait, prenons dans le groupe une ligne 
partant du nombre ia et parallèle à la 

I ligne (i, 8) de ce groupe; elle rencontrera 
les nombres 19, ai, Set 10 que nous inscrirons dans le carré 
sur la bande horizontale a. l'origine de laquelle le nombre la a été 
placé. Ces cinq nombres ont aussi une somme magique. Pour 
former la troisième ligne du carré, on tracera dans le groupe une 
nouvelle ligne parallèle à (i, 8) et parlant du nombre a3 et ainsi 
de suite jusqu'à ce que le carré soîl complètement rempli. Les 
nombres ainsi rencontrés par chacune des lignes sont tous diffé- 
rents ; ce seront donc les n' nombres du groupe. Au lieu de cons- 
truire !c carré au moyen de lignes parallèles ;'i (1,8) dans le groupe, 
on aurait tout aussi bien pu le former en adoptant des lignes pa- 
rallèles à(i, 12) et partant de chacun des nombres inscrits a la 
base du carré. L'ordonnance des nombres du carré n'en aurait pas 
élu modifiée. 

Les notations adoptées permettent de définir les lignes cl colonnes 
de ce carré par les deux relations 

Ê^az + y, 

i\ = x + a/. 

La diagonale montante sera par suite représentée par 
l + r, = 3-r + 3/ 
et la diagonale descendante par 

1 — î = — x -*-jr; 
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ces deux lignes sont aussi magiques, puisqu'elles no sont pai paral- 
lèles aux axes du groupe. 

Le carré est donc magique. 11 a pour maicbe l\\ -|- 3>, et pour 
degré (aï -+- it,). Sa diagonale moulante est constituée par les 
nom lires de la diagonale montante du groupe, pris de 3 on 3. 

Si l'on veut détermina directement les nombres de In iliau/inale 
doscmdante, on constatera que l'on connaît deux nombres de cette 
diagonale; ce sont les nombres ai, et ao occupant les cases extrêmes 
dos deux axes du carré : on pourra donc partir de l'un d'eux pour 
retrouver tous les autres. 

La mélLode, on le voit, est des plus simples. La solution exacte du 
problème dépend du choix judicieux des paramètres des doux équa- 
tions fondamentales. 

En général pour que deux équations 

î == a:c ■+- by et 11 = a'x -+- b'y 

puissent donner un carré magique, il faut que le déterminant 
(ab' — bu') de leurs paramètres soit premier avec le module n du 
groupe adopté. 

Nous savons que ces deux équa Lions sont des congruenecs do mo- 
dule n ; maison peut sans inconvénient subililucr le signe = de 
l'égalité ii celui = adopté pour les congruc-iices, la confusion n'clant 
pas ici possible. 

Les doux équations fondamentales c 
soudre un très-grand nombre de problèi 
giquos. Nous y reviendrons dans la seca 
rons cependant, à titre d'exercice, les su 
aisée h trouver : 

i" Etant donné un nombre du groupe fondamental 
quelle case occupcra-t-il dans lo carré? 

a° Inversement, un nombre occupant une case donnée du carré, 
quelle est sa situation dans ce groupe 3 

3° Etant données deux diiccliotis déterminant un carré magique, 
quel est la nature de ce carré; en d'autres terme», quelle est l'or- 



dessus permettent de ré- 
es relatifs aux carrés ma- 
dc partie. Nous propose- 
fants dont la solution est 
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rlonnancc dans lu carré, des nombres suocesHfs d'u 
colonne du groupe fondamental et quel est son degré ? 

!\" Etant donné un type de carré régulier, déterminer les para- 
mètres des deuï directions principales qui correspondent a ce type. 

Pour terminer ce chapitre, nous donnons ci-après quelques 
exemples de carrés que le lecteur pourra multiplier a son gré. Nous 
devons toutefois le prévenir que si une erreur s'élait glissée dans la 
transcription ou l'impression de quelques chiffres, il pourra, con- 
naissant le mode de génération indiqué pour cliacun de ces carrés, 
la rectifier facilement. 

Carrés à ordonnance olliijue de module 1 1 : 

Nous en donnons quatre. Les trois premiers sont déduits du 
groupe naturel dont on a simplement transporté !o ligne magique 
au premier rang. Le dernier, do degré 9 = n — a est déduit du 
même groupe dans lequel on a l'ait une permutation des lignes 
n transportant les cinq premières au dernier rang. 
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CABRAS WAfJIQL'ËS DE MHHRU MUHDSBS 3l 

Les carrés ci-après sont à ordonnance cavalière lir.îs du groupe 
naturel. Sauf pour les carrés limites, l'unité a été placée dans In 
case origine. Le rapprochement et la comparaison de ces carrés don- 
nent des conclusions intéressantes qui peuvent aussi cire déduites 
des deux équations fondamentales. 
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CHAPITRE DEUXIEME 



CARRES MAGIQUES IMPAIRS DE MODULES 
NON PREMIERS 



L'application des méthodes précédentes à dus groupes naturels d 
modules non premiers donne souvent des carrée partiellement magi- 
que? ; mois la magie complète ne peut être obtenue que dans quel- 
ques cas. En elle!., un groupe fondamental do module impair com- 
posé étant donné, une ligne quelconque, inclinée sur les deui axes 
de ce groupe, ne rencontre plus toujours ri points différents. 

Si les paramétres a et i d'une direction £ — ax -+■ h sont pre- 
miers avec le module n du groupe, celle direction passe par n points 
distincts appartenant chacun a des lignes et à des colonnes diffé- 
rentes ; elle sera magique. 

Si un seul des deux paramètres a par exemple est premier avec « 
et que l'autre no l'est pas, les ordomurs des divers nombres ren- 
contrés par la direction considérée ne sont pas toutes différentes; 
cependant leurs abscisses le seront, de sorte que cette direction passe 
bien aussi par n points différents ; mais on ne peut pas affirmer 
qu'elle sera magique ; et, en fait, quelques-unes seulement des li- 
gnes qu'elle détermine présenteront la magie cherchée. 

Si a et 6 onL un l'acteur commun 3 avec le module n, c'est-à-dire 
si n = op, la direction ax -+- by ne rencontrera plus que /) points 
différents, de sorte que la formation du carré magique avec celte 
direction devient impossible. 



CARRÉS MAGIQUES IMPAIRS DE MODULES NOS PREMIERS 5-J 

n comprend ainsi pourquoi un carre magique de module non 
premier n'est paa aussi aisé à constituer que les autres. Un groupe 
quelconque ne donne pas lous les types de carrés précédemment 
décrils. On devra tout d'abord écarter tous ceux, obliques ou cava- 
liers, dont, le degré n'est pas premier avec le module; car en pro- 
cédant à leur construction, on serait amené à placer un nombre 
dans une case déjà occupée. 

Une condition essentielle pour la possibilité du carré est que le 
déterminant (ab' — tu') des deux directions principales soit diffé- 
rent de zéro (ai ce déterminant élail nul, les deux directions ne se- 
raient pas distinctes) et premier avec le module. Il faut de plus que, 
dans chacune des deux équations, les deux paramètres ne soient 
pas en même temps non premiers avec le module. 

Pour certains groupes, ces conditions sont suffisantes. 

En général, si les quatre paramètres, ainsi que leur déterminant, 
sont premiers avec le module, on obtient des carrés dont les lignes 
et les colonnes sont magiques ; mais ces conditions n'assurent pas 
la magie des deux diagonales. 11 faut que les deux équations donnent 
aussi des diagonales magiques, et souvent les sommes \ -f- r, et 
t, — ç qui les déterminent, ont un de leurs paramètres non premier 
avec le module, ce qui, nous l'avons vu, peut altérer leur magie. 

Soit comme exemple, le groupe naturel de module 9 ; la somme 
magique est 3Cn. 



les équations des deux directions principales adoptées pour la cons- 
titution du carré : leurs paramètres et leur déterminant sont pre- 
miers avec le module. Mais d'autre part on a 



Donc la diagonale montante sera constituée par une colonne du 
groupe; celte colonne est nécessairement la médiane, puisqu'elle 
icule magique. 
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La diagonale descendante, qui est fonction du paramétre 3, varie 
suivant Je nombre que l'on place à l'origine do carré. 

En inscrivant successivement dans celte origine tous les nombres 
de la colonne médiane, on constate que seuls les nombres 5, 3a et 
5g (espacés de trois en trois) rendent magique h diagonale consi- 
dérée. Ainsi la direction (ix — 3_y) n'est magique que pour cer- 
taines de ses lignes. 

Soit comme second exemple, les deux directions 



$,= -*- 



v 



= 5a: — aj- 



le déterminant ab' — ha' = — 8 ou, ce qui revient au mfme, égal 
à l'unité, puisqu'on peut, sans altérer nos quantités leur ajouter un 
multiple quelconque du module. 

Les deux diagonales seront définies par 

l -H = kx et , — j = Gx — ûy, 

Ici, la diagonale montante est constituée par les nombres de la 
ligne magique du groupe (pris avec un intervalle do 4). On petit 
vérifier que les nombres 37, !\o et 43 seuls de celle ligne placés 
h l'origine du carré, assurent la magie de la diagonale descen- 

Soicnt encore les deux directions 

5 = 5a- -H dy et r, = x -+- y 
do groupe naturel, on a 



ç -+- n = 6a -+- 5y 



-!* 



- Ùx — Sy = 5r -+- liv. 



Les nombres ao, k~] et 7/1 de la deuxième colonne, a3, 5o et 77 
de la cinquième et a6, 53 et 80 do la huitième, placés dans la 
origine rendent magiques les deux diagonales. 

On remarquera que ces nombres présentent des intervalles de 3 
en ligne et en colonne. 

Les restrictions qui précèdent ne sont plus applicables lorsque le 
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jroupo naturel subit une transformation convenable. Dans ce cas, 
à la condition seule que le déterminant des paramètres soit premier 
module, les équations de deiis directions quelconques inclï— 
r les axes du groupe et passant chacune par n points dijjc- 
rtiits, donneront des carrés magiques. On devra vérifier que lesdia- 
gonales aussi passent par n points différente (nous avons vu qu'il 
suffit pour cela que les deux peromitres ie leurs dircclions ne soient 
pas en même temps non premiers avec le module). 
Il en est ainsi du groupe ci-dessous 
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Fig- 49 

Appliquons -lui les équations(') 

\ = 8x + y ij = 5 

pour lesquels on a 

ab' — 6<f = II, 



(') On ro ma njucra qu'une direction incliné* qmakooça» dans le groupe 
rencontrera toujours neuf nombres dont lu somme sera magique, quoique 
tous ce» nombres ne soient pu (mijours différents. Cette remarque parait 
intéressante, 
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Les diagonales ont pour équations 

ï + 1 — tix + 3y y) — J = — 3# -H / = Gx + j- 

On obtient le carré magique ci-aprf'S 



; 

Il a pour marche £ -f- ffr, et pour degré 3£ — t ; . On peut permu- 
ter circulai rement ses lignes et ses colonnes sans altérer sa magie. 
Ces mimes équations ne donnent des carrés avec le groupe nature 
que si l'on place dans la case origine les nombres 10, 37, 1)4 ; i3 
4o, 67 et 16, 43, 70. 

Appliquons encore a ce groupe transformé les équations 
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marche ; -+- 5r| et de degré 8 (voir lu note il 
la figure »3). 



! 7 1 
Oi 

81 

3i 
5i 


a3 

G.'i 

la 


51 


» 


7'. 
b8 
&3 
43 

3 7 

i3 

68 

■"'7 


4 
69 

59 

7& 
a 9 
46 
'i'i 

H. r ) 


36 
9 

r.o 

77 


7 

7 , 

58 
78 
3a 
48 
38 
19 


8 

ea 

: r, 


8o 
34 
54 
io 

s4 


5 
(il) 

se, 
7 3 
3â 


3 
6B 


SB 



Kg, 5,. 

Il est également diabolique. 

Ainsi donc, pour pouvoir constituer h coup sûr des carrés 
magiques de modules composés, il faul au préalable (aire subir cer- 
tains cbangemcnls au groupe naturel, changements consistant à 
modifier V arrangement de ses lignes et de ses colonnes. 

Les groupes naturels de modules composés présentent de mul- 
tiples directions non magiques. Si, par la décomposition des 
nombres qui losconstitucnt (tel qu'un changement de base de numé- 
ration, par exemple), on rond ces directions apparentes et si, 'après 
1, on parvient, par des permutations convenables, à les réduire 
seules directions horizontale et verticale, le groupe résultant 
acquerra toutes les propriétés des groupes de modules premiers; il 
fournira ainsi une grande variété de carrés magiques. 

Le problème des carrés magiques do modules composés réside 

fout entier dans cette modification du groupe naturel. On trouvera 

is l'ouvrage de M. Arnoux quelques méthodes pour y parvenir. 

Elles sont malheureusement trop laborieuses, même pour le module o, 
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qui est le plus faible tic ceux à considérer. Les lois qui régissent ces 
modifications étant déterminées, la construction de carrés magiques 
de modules quelconques pairs oh impairs ne présenterait plu; 
aucune difficulté. On trouvera dans la Note II insérée fi la G a de 
la deuxième partie, une solution nouvelle do la question. 

Un groupe fondamental transformé étant connu, ou pourra lui 
faire subir une permutation circulaire quelconque sans en altérer les 
propriétés. On en obtiendra en outre un nombre ? (n) ('). 

Ainsi dans le groupe donné ci-dessus et dont nous n'inscrivons 
ici que la première ligne. 



(0 



3 5 6 4 u 7 



prenons successivement la suite des colonnes de deux en deux, m 
obtiendrons cinq nouveaux groupes dont les premières lignes sont 



(3) 

m 

(5) 
(6) 



7 9 4 G 



3 



5 4 7 

9 a 4 

5 3a 

9 6 5 

5 8 G 



Oa ne peut aller plus loin, car on retrouve le groupe (i). On 
pourrait penser prendre la suite des colonnes de 5 en 5, de yen 7 
{en un mot suivant des nombres premiers avec le module), on 
retrouverait les mêmes séries. 

Nous donnerons encore quelques exemples de carres déduits du 
groupe (1) qui nous a déjà servi. 

Carré cavalier simple 
J = 3a: -+■ iy ï) = 8x + 8y 
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\ ■+ ^= «e -h y t, — t = 5a' -h 0,r. 
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Carré cavalier de degré 1 et de marche 5 -4- 3t;. 
Ses équations sont : 

S = lix + îy r, = 8* + 8y 
et par suite 

ï -+- ij = 3j -h a/ i) — ç = 4a: -+ 5/. 
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i\!\ nn l onnrvswNcE des somriies 

On remarquera In corrélation cuire ces deus carrés. Leurs colonni 
sont conslituées par les mûmes nombres el les lignes de ce dcrniei 
sonl constituées par les nombres orcnpant les parallèles f 
nales descendantes du carré fuj. 5a. 

Cnrri i-nvalirr de degré i el de marche ; 4- 4 1 )- 



= 5x -+- hy 



= & X ■+■ Sy 
+-3/ 

-v- 
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Ce carré se déduit aussi du précédent suivant la même loi. On 
ferait la même constatation pour les carrés de marche (5 -+- 
de marche (ï -t- (!i)). Il est inutile de les construire. Nous nou 
tentons d'en indiquer les équations qui sont 

(= 6» -+- 5j- *) = 8tc ■+• 8y 



poi 



les second: 



■s, et 
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Passons maintenant au carré cavalier de marche l -h 71 ; c'est le 
dernier de la série. On ne peut plus placer un nombre quelconque 
du groupe dans une case quelconque. Le l'ait que la colonne magique 
doit occuper la diagonale descendante, limite le cIiilFre de cases 
dans lesquelles on peut placer le premier nombre pour constituer le 
carré magique. 

Ci-après fîg. 55 le carré obtenu en plaçant le nombre 68, appar- 
tenant à la colonne magique, dans la case supérieure do gauche. 
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On constatera la persistance de la loi indiquée. Dans tous ces 
carrés cavaliers, les colonnes sont constituées par les mêmes nombres 
disposés dans le même ordre. Les équations correspondant à ce der- 
nier carré sont : 

£ =: %x ■+■ -jy et t, = 8a- + 8y. 

La diagonale descendante ^ — £ = y est donc bien constituée par 
la colonne magique du groupe. 

Ce groupe transformé fournirait également des carrés à ordon- 
nance oblique de divers degrés. On peu! aussi, comme pour les 
modules premiers, en tirer des cavaliers à ordonnance et degré de la 
forme (ij -+- $*\). 
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Ainsi le carré magique 
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So 


Si 



pour marche ({ - 
r es pondantes sont 



s- 



- 4t ( ) et pour degré (3£ — *,). Les équations cor- 
£ = 8œ -h y i] = 5a; -+- av 
= 4a-t- 3/ i, — ; = — 3a- +- y= 6a; -i-y. 
On voit donc que la variété des carrés fournis par un groupe 
transformé est très grande. Mais il n'est pas possible de former tous 
les types tic carré» que peuvent donner les groupes de modules 
premiers. 11 y a à cela un obstacle résultant delà nature même du 
module. On ne pourra jamais constituer un carré dont le degr 
serait pas premier avec le module. Voilà donc une restriction 
importante cl par suite, une réduction du nombre de types que l'on 
pourrait concevoir à priori. 

Les développements qui précodent montrent suffisamment la 
nature des difficultés nmquellcs on se lieurte dans la construction 
des carrés magiques de modules non premiers. Une transformation 
convenable du groupe naturel fait, nous l'avons montré, dispririiifre 
ces difficultés. Mais le groupe naturel et ceux qui s'en déduisent, 
par permutations circulaires et autres, ne doivent pas, on l'a vu par 
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dc nombreux exemples, être abandonnes . Ils fournissent an?--] de 
nombreux carres magique» de types dnci«. 
En s'imposanl comme condition que les paramelrcs des deux 
directions qui doivent constituer les directions principales du carré 
soient premiers avec le module (avec bien entendu la condition M- 
dente que le déterminant ab' — ba' soit aussi premier avec ce 
module), on peut aisément établir que, pour le module 'j. les seuls 
carrés magiques possibles a ordonnance oblique sont ceux des degrés 
■ h et 7 ; et l'on en construira un très-grand nombre, 
ji-aprés un exemple pour chacun d'eux. Les deux premier» 
. 57 et 58), sont déduits du groupe naturel, dans lequel la ligne 
médiane a été portée au pre 

i obU^ue de deijrè 1 



sera pas nécessairement magique ; il 
comprenne que des nombres appar- 



ent exclusivement aux colonnes a, 5 et 8. 
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DE L ORDONNANCE DES flOMDRES 

Carré oblique de degré 4 
£ = Sx -+- yy »] = 2X + zy 



\ -h f, = x et i) — ; = 3a; -+- 4j". 



Ici aussi, la diagonale descendante présentera la même particu- 
larité que dans le carré ci-dessus. 
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Carré oWiV^iw lie rfejré 7 
£ ;= 5a: -h 4/ r t = 5a; -+- 5j" 



Ces équations montrent aussi ijue les diagonales sont constituées 
par la ligne et la colonne magiques du groupe. Pour le construire 
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facilement, il suffit de placer le nombre médian 4i 



carré. Ici le groupe naturel n'a subi i 



î changement. 
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Ce groupe naturel fournira aussi des carrés cavaliers ; les para- 
mètres satisfaisant aux conditions prescrites, les seuls carrés cava- 
liers du premier degré possibles sont ceux dont le pas est égal à i on 
. Ci-après deux exemples. 



Carré cavalier de degré 
Ses équations sont 

5 = 5a; -f Uy « 



et de marche £ -+- 4i 



Ê- 



- î = 3x 4- ty. 



Par suite, la case de départ ne peut plus être arbitrairement 
choisie, la magie des diagonales ne pouvant pas être ainsi assurée. 
Mais si nous construisons le carre sans nous inquiéter de cette res- 



5o 



de l oitbfm.vtcK dus somiibes 



Iriclion. nous savons que ses lignes et se* colonnes seront mngîques ; 
nous savons aussi que, parmi les lignes parallèles a ses deux direc- 
tions diagonales, quelques- unes seulement présenteront la i 
cherchée. 11 faut donc les déterminer : formons d'ahord un 
quelconque du type indiqué ; cherchons ensuite, parmi les parallèle! 
aux deux diagonales, celles qui sont magiques. Quelques tâtonne- 
ments montreront que celles qui se croisent sur le nombre i 
forment une des solutions. Permutons donc circulairement les lignes 
et les colonnes du carré provisoirement constitué, de façon à ame- 
ner ce nombre au centre du carré et le problème sera résolu 
(%■ 60). 
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Fig. 60 

Carré cavalier de degré 1 et de marche £ -t- 71 
Les équations sont 

£ = 8* + 7;f 7] = — x — y 



î + »1 = 7* -t- 6> «]—(»*- 



LES MON PREMIERS 

La diagonale descendante es! donc constituée par la ligne n 
gique, ce que l'on savait déjà. 
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On pourrait de même rechercher les carrés cavaliers à marche 
plus complexe qu'il serait possible de former. 
Ainsi reprenons un exemple précédent 

£ = — x + ay et y] = a; — y 

La diagonale montante est constituée par !a colonne magique du 
groupe. Un nombre de cette colonne est donc commun aux deui 
diagonales. Essayons les divers nombres de la colonne magique 

les plaçant successivement au centre du carré et cherchons ceux 
qui rendent magique la seconde diagonale. Nous constaterons que 
seuls les nombres 4i, "" et s3 satisfont à la question. 

Le carré ainsi formé aurait 

Soient encore les équations 



pour marche (a£ -+- 1) et pour degré 



£ = 5a; -+- ay 
La diagonale descendante 1 



H=5x + 4j. 
- £ = ny est constituée par la 
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colonne magique du groupe. Plaçons le nombre 5 ( 
dans la case inférieure de droite du carré et nous 
carré ci-dessous qui a pour marche !\\ -f- 7*1 et pour 


e cette colonne 
obtiendrons le 
degré (31 — 1). 

lacune des co- 
lique à gauche 
ort au dernier 
finie aussi par 
croupe dont la 
78,76.74,81, 
la suite 77. 5, 
de donner aux 
egré du carré 

carrés tirés du 
équations. 

2. an, 56 delà 
lir de ces der- 
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Si l'on examine l'ordonnance des nombres de e 
tonnes du groupe naturel, on constate qu'elle est 
et que le premier nombre d'une colonne a, par rtip 
nombre de la colonne précédente, une situation d 
(31 — 1). Ce carré pourrait aussi être déduit d'un 
première ligne aurait pour éléments 77, jj, 7^, 80, 
79, et dont la première colonne serait constituée par 
i/\, s3, 3a, Ai, 5o, 5g, 68; il suffira pour cela 
nombres de ce groupe l'ordonnance (E -+- fiy), le 
étante 

Nous donnerons encore quelques exemples de 
groupe naturel, en nous contentant d'en indiquer le 
i° Ç = br. — I,y i) «w»«f- ay 

on placera dans la case origine l'un des nombres 
deuxième colonne et ceux pris de trois en trois à pai 
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aîers, en ligne o 
Ga. 

a D 


1 en colonne, soient les nombres 5, 3a, 5g 
l = -jx + y 1 — x H- ay 


et 8, 35, 


on placera dans la case origine l'un des nombres : 






8, 45, 7a, ia, 39, 6b". i5, 4a, 69. 




3° 


1 = 5* 4- 4y 1 = * •+- iy 




le nombre 80 placé à l'origine donne un carré magique 


dont les 


diagonales sont 
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Les nombres pris avec un intervalle de trois, en ligne ou en 


colonne, à partir 


de 80 produisent également la magie complète. 


4° 


\ = x — y -r, = 5x-hay 




La magie des 


arrés correspondants peut être obtenue cr 


plaçant 


à leur origine l'u 


n des nombres ag, 3a ou 35. 




Les diagonales 


de ces trois carrés sont 
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e deseen- 
Ire seul a 



On remarquera que dans ces Irois carrés, la diagonale 
dante est constituée par les mêmes nombres; leur ordre 
changé, 

Quand une des diagonales du carré n'est pas constituée par une 
ligne ou une colonne du groupe, les équations des deux directions 
principales permettent de limiter les recherches relatives à la déter- 
mination du nombre a placer dons la case origine. On peut, avec 
ces équations, déterminer une des colonnes h laquelle appartiendra 
ce premier nombre. 11 suffira pour cola d'écrire que la somme des 
nombres de la diagonale est égale à la constante du carré. L'équa- 
tion résultante est une cougruenee de module n cpii indiquera la 
colonne à laquelle doit appartenir le nombre cherche. 

Toutes les considérations qui précèdent s'appliquent h un module 
impair non premier quelconque. Il serait donc superflu de nous 
répéter. Cependant, avant de terminer ce chapitre et pour bien 
montrer l'esprit de nos méthodes, nous dirons quelques mots des 
carrés de module i5. 

Au fur et à mesure que le module augmente, les recherches et 
vérifications deviennent naturellement plus laborieuses. Mais si 
l'on a bien saisi tout ce qui a été dit, on peut voir que les vérifica- 
tions à faire se réduisent le plus souvent & deux ou trois additions. 
La constante magique, pour le module i5, est iftgô. 

Considérons dans le groupe naturel les deux directions, 



î = 



= 8ar- 



2 y 



que nous adopterons comme directions principales du ca 
minaat des paramètres est bien premier avec le- modul 
nales du carré sont déterminées par 



s diago- 



Si l'on cherche la colonne à laquelle appartiendra le 
placer dans la case origine, le calcul indiquera que ' , '' ,il 



est celle de 



GAMIÊS MAGIQUES IMPAIRS OE MODULES NON l'Ill-MICIlS 



raug i4- Et l'on trouve en elïel que le nombre i34, appartenant à 
cette colonne donne les Jeux diagonales. 



jf i34. 116. (jS, 80. 6a. 5n. 4i 
\ i5ti. 1g7.a8.61j. iio.iSi.aoy 



(i.'i. 1 



209. 191. i;3. 167. 137. 
a. 161, aoa. 18.74. »5- 



qui sont bien magiques. Il est inutile Je faire la même vérification 
pour les lignes et les colonnes, car les Jeux équations données ré- 
pondent, on le sait, ,'i des Jirections magiques. 

En adoptant comme nombre de début, les nombres, qui dans le 
groupe, suivent i3$ Je trois en trois en ligno ou en colonne, on 
obtient également des diiig<.mriles magiques. Exemples : 



jf i3r. ii3. y5. 77. 74. 56. 38 

V i53.aog.a5.66.J07.iG3.ao4 

-> I73.I55. 137.134.116.98.80 
Sk a10.a6.67. io8.i64.ao5.a 



.6a 



a.aa4.ao6. 188. 170. i5a. 149. 
61. 117. i58, j iji|. 80.71. ua. 

5g. 41. a3. 5. 31a. aog. 191. 
118. lôg.aoo. 16.73. u3. i54. 



intervalle de cinq, ne donnent pas de 



Les nombres pris avec un 
carrés magiques. 

Soient encore les équations 

il = wx + iy et r, = -j.r — ay 
qui définissent des Jirections magiques. Le carré parait donc pos- 
sible. Et en effet, le nombre 3a, appartenant h la deuxième colonne 
du groupe naturel, placé à l'origine du carré, donne les deux dia- 
gonales magiques 

:gi. 44- 107.185. 38, 116.194. 
17. i5i.65. ao4. '18. 17. [56. 



jf 3a.no, 188.41. 119. 183. 35 
"u, 70. aog. 108. aa. 161. 70.199 
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En tabulant par les nombres 35 cl 38 qui, dans le groupe natu- 
rel, se trouvent itans la même ligne que 3a, on forme aussi des c 
rcs dont tes diagonales sont magiques. 

Ces diagonales sont : 



,-T 35.ii3.hji.W- i°" ■ i85.3 
\ 73.197.1 il. a5, 164. C3.ao 



-r 38.u6.i94.3a.no. 18S.41 "9 
--^. 6i.aoo.u4.a8. i5a.66.ao5 119 



i94.3a. 110. 188.41. 119.18a, 
3o. i54. 68,307. 106. ao. i5g. 

i8a.35.u3.igi.44. 107, i85. 
:8. 157. 71. a 10. 109.33. 16a. 



on constatera que la diagonale mon tin te est, pour ces trois c 
constituée par les mimes nombres dont l'ensemble a subi une sim- 
ple permutation circulaire. 

Ces trois nombres sont les seuls qui satisfont au problème. Les 
nombres, pris de trois en trois ou de cinq en cinq à partir de c 
la, ne fournissent pas de carrés magiques. Cela tient au fait que 
les paramètres de la diagonale moulante 5 + 1; = 3,r + 5j sont 
précisément les deux fadeurs du module i5 et l'on peut en inférer 
à priori que les lignes magiques dans cette direction sont forcément 
en nombre très limité. 

Le carré fourni par les équations précédentes est cavalier do 
marche (7; -1- a T| ) et de degré (g£ — r ( ). 

Les paramètres des deuï directions principales étant premier» 
avec le module, le groupe naturel de module i5 fournil un grand 
nombre de cariés obliques des degrés 1, 7 et i3 et aussi des 
cavaliers simples de marche (£ -+■ 7ij) et (j -h i3i]). 

L'indicateur i5 du modula étant égal à 8, il y a huit valeurs 
positives cl autant do valeurs négatives pour chacun des quatre pa- 
ramètres ; mais la condition que (ai*' — ba') soit premier avec le 
module, réduit notablement le nombre de combinaisons possibles. 
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Pour qu'un groupe du module ]5 (ou do lout autre module 
composé) puisse fournir tous les curés obliques et cavaliers com- 
patibles avec le module, il faut transformer le groupe (le façon à ra- 
mener ses directions non magiques aux seules directions princi- 
pales. 

Dans tous les cas, un groupe naturel de module composé impair 
n, donnera toujours de nombreux carrés à ordonnance oblique des 

îi des carrés cavaliers de premier 

a définie par 



Il fournira également d'autres carrés de marches et de degrés 
moins simples, que l'on pourra déterminer en partant de deux 
équations convcuobleirienl choisies pour les deux directions princi- 

La première partie de ce travail devrait s'arrêter ici, car 
nous pensons avoir rempli le programme que nous nous étions 

posé. Nous ne le terminerons pas cependant, sans men- 
tionner encore deux méthodes générales et relativement simples 
pour la constitution de carrés magiques do modules composés 
de types différents de ceux déjà décrits, Ici procédés exposés 
plus haut permettant d'ailleurs d'en multiplier considérablement 
lu nombre. 

Soit un module n = pq, p cYq étant supposés premiers. On com- 
mencera par former deux carrés avant /» et q pour modules. On rem- 
placera ensuite chacun des nombres de l'un de ces carrés, celui de 
module/) par exemple, par son produit avec q 3 . Celte opérntion 
n'altérera évidemment pas la magie du carré. Ceci l'ait, on substi- 
tuera au nombre contenu dans chacune des cases de ce nouveau 
carre, la somme de ce nombre avec chacun des nombres du carré 
de module q déjà construit, Par cette opération, chacune des cases 
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du carré magique de module p contiendra <f nombres. Ce carré en 
aura donc p'q' 1 cl il sera magique. 

On remarquera qu'ainsi construit il sera constitué par les non 
lires de la série naturelle, dont le premier tenue serait (t h- '/-). Il 
suffira par suite de retrancher •j i de chacun de ces nombres pour 
avoir un carré constitué par les n a = p'if premiers nombres na- 

La méthode s'applique à un modulo composé do nombres pre- 
miers quelconques ('). Quand on aura construit un carré dcinoJule 
n — pij, on construira en appliquant J« même règle, le carré de 
module par, et ainsi de suite pour un plus grand nombre de 
facteurs. 

Ci-après deux carrés de modules o, cl lu construits en appliquant 
cette méthode. Le premier est constitue au moyen de deux carrés 
identiques do module 3, et le second au moyen du mémo carré de 
3 et d'un cavalier simple de module 5. 
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35 

aB 
33 
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65 
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6(1 
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1'. 
53 

5i 


73 
-8 


38 

58 



('] Il n'est mimo pas uivccasairo de supprimer des facteurs premiers. Il 
suffit, pour l'appliquer, do savoir construire un carré ayant pour modula 
chacun Je» facteurs, 
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Cette méthode csL donnée par M. Arnoux sous le nom de mélhode 
s carrés mineurs. 

La suivante donne des carrés de composition différente ; afin d'en 

mplilicr l'exposition, nous la spécialiserons pour un module ayant 

mbre 3 comme facteur. Soit donc an module n — 3K. Pour 

xmvoir l'appliquer, il suffit de savoir construire un carré de 

module K. 

On assemblera les lignes et les colonnes du groupe naturel en 
:oia siu-ies. sans en modifier l'ordre. Le groupe se trouvera ainsi di- 
iQuf compartiments contenant cliacun K lignes et K. colonnes. 
Chacun de ces compartiments constitue un groupe fondamental de 
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module K, pouvant donner naissance à de nombreux c 
constantes lie ces neuf groupes sont en progression arilhmé tique 
ligne et en colonne (la raison étont d'ailleurs différente, suivant que 
l'on considère les lignes ou les colonnes). Ces constantes forment 
i un groupe fondamental de module 3. Construisons un 
carré magique déduit de ce dernier groupe et remplaçons ensuite 
le nombre occupant chacune de ses cases par un des carrés magi- 
ques ayant ce nombre pour constante. Le carré magique de module 
3 K, sera ainsi constitué. 

Appliquons ceci aux groupes naturels de modules o, 1 5 et a i . 

Le premier de ces groupes divisé en neuf compartiments donne 
avec les constantes relatives a chacun d'eux, le groupe l'ondauienta 
auxiliaire. 
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chacun par 2 5 nombres, donnera avec les constantes de chacun d'eux 
le groupe fondamental 

ï65 . 190 . 2i5 
54o . 565 . 590 
9i5 . 940 . 965 

Fig. 67 

dont on déduira le carré fig. 68 ayant pour constante 1 695. 



54o 
(jG5 
190 


2l5 

565 
9i5 


9*° 
i65 

590 



Fig. 68 

On remplacera chacun des termes par un des nombreux carrés 
de module 5 que l'on sait construire. 
Pour le module 2 1 , on aura le groupe fondamental 

469. 5i8. 567 
1^98. 15/17. 1 5ç)6 
2527. 3576. 2635 

Fig. C9 

dont on déduira le carré (fig. 70) ayant 464i pour constante ma- 
gique. 



5i8 
2625 
i« 9 8 


2537 
i547 
5C7 


159G 

469 
3076 



Fig. 70 

On remplacera chacun des termes par un des carrés de module 
7 que Ton tirera du groupe correspondant. 
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Le carré oblique ci-dessous, tiré du groupe naturel dool 


magique a été portée au premier rang, est de degré (3= — 3i,). 
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Fig. T' 




Ce serait un carré de degré 4, si on le déduisait du groupe dont 
l'ordre des lignes serait 


aa. i5. 43. 8. 86. i. an. 


Le carré ci-desso 
magique seule a étc 
de degré (— S) — a 


is, oblique tiré du groupe n 
déplacée pour être portée a 
<rS, ce qui équivaut on le sai 


lurel dont la ligna 

à (11, + 5,). ' 
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DES DIVERS Mi'WËS 



rll serait de degré k pou 
lignes serait 
Il serait de degré (4£ -+ 
présenteraient dans l'ordr 
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le groupe fondamental dont l'ordre des 
I- i. 36.8. 43. i5. 
ai[) pour le groupe dont les lignes se 



»a. 8. 39. 43. 1. i5. 36 
de degré (a£ — r,) pour le groupe 

32. i5. 43. 8. 36. 1. ao. 
legré 5J pour le groupe 

sa. 36. i5. 1. 43. 39. 8 
et enfin de degré (3; — 3ij) pour le groupe 

aa. 43. 36. 39. i5. 8. 1. 

En résumé, la variation du degré dépend, c'est de toute évidence, 
de la modification de l'arrangement des lignes du groupe naturel. 

Les carrés à disposition cavalière donnent lieu à des remarques 
analogues. 

Ainsi le carré (fig. aG) pour lequel on a indiqué deux inodes de 
génération, est aussi cavalier de 5 pas et de degré (— £ -+- J]) pour 
le groupe dont les lignes seraient dans leur ordre naturel. 

Le carré (fig. s3) est cavalier simple de degré 4 pour le groupe 
dont les diverses lignes seraient disposées dans l'ordre 1. aa. 43. 

Ii5. 36. 8. 39. 
Celui (fig. 5o) est cavalier de 4 pas et de degré 7 pour le groupe 
ilans lequel les lignes se trouveraient dans l'ordre 



1. 46. 64- 37.55. 19.73. 10. 

- De l'ordonnance des nombres. 
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Celui (fig. 5î) peut, par la marche ( — £ — 2i\), être déduit du 
groupe 

i. 19. 46. 78. 64. îo. 37. 28. 55. 

On pourrait multiplier loi exemples. Tous ces résultat» peuvent 
être établis par le calcul. 



DEUXIÈME PARTIE 



APPLICATION DU CALCUL AU PROULL'ME 
DES CAIIRËS MAGIQUES 






-Toute ligne (ax -+- by) non parallèle »ux deux directions princi- 
pales, tracée dans un groupe fondamental de module premier n, 
rencontre n nombres différents don! la somme est magique. On peut 
dans ce groupe, tracer n lignes différentes parallèles n une direction 
donnée. Si l'on s'astreint à prendre l'origine de ces n lignes sur 
une ligne rjui soit elle-nieme de direction magique, les nombres 
que ces n lignes rencontreront forment un carré magique (pagoa 
a3 et suivantes i rB partie). 

Le passage d'un groupe fondamental aux carrés magiques que 
l'on peut en tirer, s'effectuera donc au moyen des deux équations 



(0 



- by et 



déterminant les séries qui constituent les lignes et lej coli 
carra. 

Soit un nombre A du groupe, pincé dans une des cases du carré I 
ceux qui le suivent en ligne dans ce carro sont déterminés par le: 
multiples de l'expression (ax •+- by), et ceux qui le suivent en co 
lonne, le sont par les multiples de {a'x + b'y). Cbacun de ces mul- 
tiples donne la situation des divers nombres dans le groupe fonda- 
mental. 

Ainsi le m* n 









A, dans 



igne occupée par ■ 



du 



: der- 
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nier dans le carré, aura dans le groupe une situation définie par 
oifoi -+- by) ou (max -+- ml/y), c'est-à-dire qu'il faudra h psrLir du 
nombre A, prendre ma dans fa direction horizontale el mh dans 1 
direction verticale pour trouver dans le groupe le nombre cherché 
en d'autres termes, celui-ci sera à l'estrémité de la résultante d 
deux quantités ma et mh, comptées à partir de A. Pour avi 
les nombre? qui suivent A en ligne ou en colonne dans le carré, 
suffira de donner à m toutes les valeurs de i à (n ■ — I). Il n'e 
peut-être pas superflu d'ajouter, pour le lecteur non lamiliari: 
avec la notion des congruences. que ce nombre A correspond a 

Prenons maintenant comme origine le premier nombre du groujn 
fondamental et plaçons-le dans la case origine du carré. Un poinl 
d'abscisse p sur l'aie horizontal du carré sera déûui par f»(œ> 
ou {par + pby) ; un poinl d'ordonnée q sur sou axe vertical sera 
défini par (qa'x -H qb'y). Par suite, le point avant dans le carré l'ai 
cisse p et l'ordon née q sera défini par 

(pax -+- pby) ■+- (qa'x -+- qb'y) = (pa -+- qa')x + (pb -+- qb'J y. 

Ce point correspondra évidemment dans le groupe au nonibi 
dont l'abeisse r et l'ordonnée s sont 

r=pa-i-qa' 
^' s=pb+qb'. 

On en déduit inversement p et q en fonction de r et s. 



,„. rb' — sa' as — br 

— Les nombres situés sur la diagonale montante des deux dire 
lions définies par les équations (i) seront fournis par 

S + ■>=(« + «')*-)- (4 + V)/. 
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de la diagonale de 
, _ S = (o* - 



ridante seront déterminés par 



Les 

La position dans le groupe d'un quelconque des nombres diago- 
naux étanl donnée, celles des autres seront délinii'spar ces équations. 
Pour les déterminer, on partira en général d'un nombre occupant 
une extrémité de l'un des deux axes du carré : le nombre origine, 
pour la diagonale montante et, pour la diagonale descendante, le 
nombre ayant dans le carre l'abscisse ou l'ordonnée (n — i). Si 

l'on adopte les directions | comme positives, l'équation (15 — {) 

donne les nombres dans le sens montant : pour avoir les mêmes 
nombres dans le sens descendant, on adopterait l'expression (; — r,). 
— Considérons deux nombres qui se suivent dans une ligne dit 
groupe ; si dans ce groupe, les coordonnées du premier sont r et s, 
celles du second seront (r -h j) et s. Soient p et q les coordonnées 
dans le carré du premier de ces deux nombres ; si a et f sont les 
caractéristiques de l'ordonnance des nombres dans le carré, les 
coordonnées du second de ces nombres seront (o ■+ ») et (<] -j- P). 
On pourra donc ci 





i« + (î + M»' 
i k + la + 0». 






Ces deux relations combinées ave 


c les relations (2), 


ïfin d'i 


■liininur 


r et s, donnent les équations 








(« Ztl 








indépendantes de p et du q. Elles 
fonction des paramètres des deux 
obtient 


permettent d'exprimer a et p en 
équations de transformation. On 
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— Soient maintenant dans le groupe, r, et s, les coordonnées du 
derit'ur nombre de l'une de ses lignes ; celles du nombrequi suit, c" 
à-dîre du premier nombre de la ligne suivante, seront (r, + 1) e 
(s l -+- i) ; si l'on désigne par- et p les caractéristiques du degré du 
carré, on aura, en employant les notation* précédentes 



= ./•, + *) «+(</, + ,-)«' 



= /),& + a,b' 
,) = {p % + «) | + ( 



- p) V. 



Éliminons comme précédemment r, 
o trouveront également éliminées et Toi 



la,, les quantités/), et g 
obtiendra 



a déduit les valeurs des caractéristiques : 



b ' — a' 
■â$ — 6a' 



— Les équations (d) et (u) permettent inversement de detern 
les paramètres des équations de transformation, lorsqu'on counaî 
les caractéristiques de la marclie et du degré du carré. On a ainsi 



Calculons a. 
nous obtenons 




moyen do ces expressions la quantité («!/ — ba"), 



Il ne faut pas perdre de vue que la valeur numérique n 

et des caractéristiques est (n — i) ; en d'autres ter- 
mes, les relations (4;, (G) et ($) sont des congraences de module n ; on 
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I peut donc ajouter ou retrancher un multiple quelconque- de n h un 
de leurs membres sans les altérer. En conséquence, les solutions nu- 
mériques fournies par ces relations doivent toujours être ramenées 
à ieur valeur congrue la plus réduite. 
— Les valeurs des caractéristiques i, p, it et p qui correspondent à 
des paramètres premiers avec le module, paramètres dont le déter- 
minant est également premier avec ce mémo module, fourniront 
en général des carrés magiques. Ces conditions ne sont pas toujours 
suffisantes pour assurer la magie des diagonales, qui doivent aussi 
correspondre à des liynes magiques de groupe fondamental. 

Les nombreux exemples donnés dans la première partie suffisent 
pour fixer les idées du lecteur à cet égard. On a vu aussi, par des 
exemples relatifs aux modules non premiers, qu'il n'est pas néces- 
saire que les deux paramètres d'une même équation soient en 
même temps premiers avec le module, à la condition toutefois 

Ique le groupe fondamental ait subi une transformation convena- 
ble. 
On verra plus loin comment on détermine les lignes magiques 
dans une direction dont l'un des paramètres contient un des facteurs 
premiers du module. 
— On conclut des relations qui précèdent : 
i° (pa — it?) et (ab' — lia') ne doivent pas être nuls ; ils doivent 
de plus être premiers avec le module, sans quoi on ne pourrait pas 
obtenir des quotients entiers pour les valeurs des paramètres et 
des caractéristiques, Si d'ailleurs Icdéleriviinant ab' — lia' étailnul, 
■ 
ca 
„, 



i en déduirait -, = -g ; c'est-à-dire que les deux directions 

minées par les équations do transformation seraient identiques et 
le carré ne serait pas défini, 

(a — *) et (p — P) ne peuvent pas être congrus au module, 
carils seraient nuls dans ce cas ; il on serait par conséquentdeméme 
des paramètres a et a', ce qui équivaudrait à. l'indétermination du 
carré magique. La valeur /imite de ebacune de ces quantités est donc 

(» - ■)■ 
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— Dans les carrés de degré non complexe, c'est-à-dire ceux pour 
lesquels it = o. les Teintions précédentes se réduisent à 

pa — pa ~~ p 

Par suite, l'équation définissant les colonnes du carré est 

» = \ i' + r) 

Ces colonnes sont donc constituées par des liants parallèles à la 
diagonale moulante du groupe fondamental. Dans l'inpollièsc que 
le nombre origine du groupe fondamental occupe la case origine du 
carré, la première colonne du carré est constituée par celle diago- 
nale même dont les nombres sont pris avec un intervalle égal à 

(cet intervalle ne peut être entier que si o est premier avec le 
H 

module). Dans le cas considéré, le degré du cane détermine doue 
l'ordre dans lequel les nombres d'une colonne se suivent; 
d'autres termes, quel que soit ce degré, les colonnes du carré sont 
pour un même groupe, constituées par les mêmes nombres ; leur 






iulv 



Si au lieu de considérer le cas ir — o, on supposait p = i 
auraito = b — -à = — g-- b' = — - . Par suite£ =- (x 



-y)- 



Ce sont alors les lignes du carré magique qui sont constituées par 
des parallèles à la diagonale montante du groupe fondamental. 

L'ordre dans lequel ces nombres sont disposés dépend de -■ Si 
dans l'un des deux cas examinés, on avait en même temps « — p, 
c'est-à-dire que si le carré était à disposition oblique, on aurait 

aussi a' — et b' = -; on en conclurait s + ij = - x. 

Donc dans les carrés de celte nature, la diagonale montante est 
constituée par la ligne magique du groupe fondamental. 
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En rétama, que l'on ait » = O ou bien p == o, les colonnes ou 
bien les lignes de Lous les carrés satisfaisant h la condition donnée 
sont pour un groupe donné, constituées par tes mêmes nombres; 
leur ordre seul varie avec la valeur de a ou de «. 

Pour que le lecteur puisse se rendre compte de cette variation, 
nous donnons ci-après deus tables des valeurs du quotient g- ; la pre- 
mière relative à des modules premiers et la seconde relative à 
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possible 

: 



i explique pourquoi on ne peut pas former 
de carré magique des types tt = o el p = o, si p ou ti ne sont 
pas premiers avec le module. Il est ainsi établi que les modules 
composés ne peuvent pas fournir tous les types de carrés magiques 
pour des modules premiers. 
Considérons dans les carrés de CUgré simple, correspondant par 



|>E 1. nUDONNÀMlE ItE^ MJSWKlih 



conséquent à t = o, ceux poui lesquels on a on même temps a = i 
el p — p = n — i . Ou en déduit 



, -(—■) , 



-, les équations de transformation 



' = ?*■ 



Donc pour les cariés de cette catégorie, la diagonale descendante 
est constituée par la colonne magique du groupe fondamental. 

— La limite des valeurs de (jî — p) et de (i — -k) est, on l'a 
vu plus haut, (>i — 1) ou, ce qui revient au même, égale à ( — i), 
Supposons donc p — p — 11 — i = — i, On peut également faire 
la supposition p = o ; le degré du carré sera aussi dans ce cas, 
exprimé par un seul terme, celui ayant n pour facteur ; ce degré 
sera donc compté horizontalement. On a dans l'hypothèse consi- 
dérée a = b = - ; comme P = "-- i , on aura aussi a' = 

= - . Les équations de transformation seront par suite 

Ainsi les lignes du carré sont constituées par dos parallèles à la 
diagonale montante du groupe fondamental, les nomhres successifs 
étant, dans chacune de ces parallèles, pris avec un intervalle égal à 
- ; supposons pnr exemple : tt = i ; comme « — it ne peut pas être 
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nul, la valeur positive miiûma de * sera égale à a. Dans co cas, lea 
équations su réduisent à £ = x -+- y et ^ = x -+- aj. 

On en conclut que la diagonale descendante du carré est consti- 
tuée par lu colonne magique du groupe. Le carré correspondant à, 
l'hypothèse considérée, est cavalier de dcu.i pas pris horizontalement 
(en d'autres termes, sa marche est a£ — t ( ) et de degré" simple égal à I 
pris aussi horizontalement, 

Les carrés de ce type, on le verra plus loin, ne peuvent pas être 
diaboliques. Ci-après, h titre d'exemple, un carré de module 7 lire 
du groupe naturel. 
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Fig. 76 
— Supposons maintenant que les deux conditions 



I = — 1 et 



soient satisfaites à la fois ; on en déduit 



76 de l'oksOukasci des kombbis 

Les équations de transformation deviennent 

71 = T. — \ — 1 ( _ X "+" ^ 

et l'équation de la diagonale maniante est 

Les carrés obliques étant définis par la condition a = p, on en 
conclut qu'il n'existe pas de carré oblique du type considéré, i 
que l'on aurait pu d'aillean prévoir ; on sait que dans un lei carré 
la diagonale montante doit être formée par lu ligne magique du 
groupe. 

Dans les carrés à disposition cavalière du type considéré, la dia- 
gonale moulante est constituée par la colonne magique du groupe. 

Soit pour préciser tt = o d'où 3 = — 1 . Soit aussi S = a d'où 
p = 3 et par suite it — [i — 1 = — 3; les équations de transfor- 
mation sont alors \ = — -~- -+- = y et ij = ^ -y- \ . Si l'on sup- 
équalions deviennent 



]i'i>c que n = i>, ce: 

£ = Sa -+■ 4,y et j] = ix 
Ci-après deux carrés répondant à la questi 
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Si a = 7, les équations pour les 
Ci-après deux carrés de ce type 
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mêmes valeurs de » et p dovion- 
r, = ax + ay 
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Ils se déduisent d'ailleurs l'un de l'autre par une permutation 
circulaire des lignes et colonnes. 

Le lecteur peut ainsi multiplier les hypothèses et les exemples. 

— On a déterminé plus haut les cai-acléïistiipies de l'ordonnance 
des nombres d'une ligne du groupe en fonction des paramètres 
des équations de transformation et inversement. 

Nous chercherons maintenant l'ordonnance dans le carré des 
membres appartenant à une même colonne de groupe fondamental. 

Deus nombres qui se suivent dans une colonne du groupe ont 
une même abscisse r et les ordonnées s et (s -+- 1). Soient dans le 
carré, p et q les coordonnées du premier de ces points et (p -\- ji)et 
(o + v) celles du second. 

Il nous faut déterminer ji et 'i. On écrira comme précédemment : 

r=pi + qa' r = (p -h p.) a + (q + v)a' 

t^pb + qb' (,+ ^{p-tr^h + & + »$? 

d'où l'on tirera ; ( **? + v ?! = ° 
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Eu égard au\ relations (5) et (7), a 

(11) »=«-« 






des nombreu d'une mèr 



I l'horizontale 

| la verticale 

colonne est, par rapport aux caractéristiques du degré du carré, le 
complémentaire du pas suivant les mêmes directions des noiobres 
d'une même ligue. 

— Déterminons maintenant la situation dans le carré du premier 
nombre d'une colonne par rapport au dernior nombre de la colonne 
précédente. Soient w et î les coordonnées de ce premier nombre par 
rapport à celui qui le précède, nous écrirons : 

r — pa + qa' 
n — 1 = pb -+- qV 

et par conséquent (1a) 

donc ce que l'on entend par tttgri d'un carré ne change pas, soit que 
l'on considère la marche des nombres d'une même ligne, soit celle 
des nombres d'une même colonne. 

— En résumé, les deux directions principales du carré étant 
définies par 

l = m -+- by 

les nombres successifs d'une ligne du groupe sont dans le carré dis- 
posés suivant 

« + w 
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1 « + <>; + > 
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:a' = 1 cl 
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et ceux d'une même colonne suivant 

(* + *) » [(*-») S + (p -»'.]. 

Le degré du carré est égal à ta somme de ces deux expressions, 
soit à 

« * Pi). 

Ce degré exprime la situation du premier nombre d'une . 

par rapport au dernier nombre de ta . n qui précède dans le 

groupe. 

— Si l'on essayait d'appliquer les règles qui précèdent aux mo- 
dules pairs, on se heurterait a des impossibilités. Le déterminant 
(aU — lia') ne pourrait pas être premier avec le module en même 
temps 'jue les paramètres. Dans les groupes de modules pairs, il n'y 

>as de ligne ou de colonne magique ; tes diagonales seules jouissent 
de cette propriété dans le groupe naturel. 

Pour la possibilité des carrés réguliers pairs, il est donc indispen- 
sable que l'un des paramètres soit pair, ce qui nous conduit à 
rechercher les transformations a faire subir au groupe naturel, tout 

mue les modules impairs. Le problème a résoudre est le meinc 
(Voir note 11). 

— Les expressions ci-dessus calculées fournissent quelques obser- 
vations intéressantes. 

Dans tout carré magique pour lequel ir = o, les nombres d'une 
néme colonne ont. suivant l'horizontale, une marche égale et de signe 
contraire à celle des nombres d'une même ligne 

ii les carrés satisfaisant à cette condition sont an même temps 
obliques, c'est-à-dire si l'on a aussi a = p = I et par suite f* = — I 
v = p — 1, le. pas suivant la verticale des nombres d'une même 
colonne, e.sl égal au degré diminué de l'unité. 

Si te carré oblique est du premier degré, c'est-à-dire si p = — i ( 
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Donc dans ces carrés, les nombres d'une mémo colonne ont 
une marche cavalière Je deux pas descendant à gauche. Si ce carre 
oblique est du degré a. les nombres d'une môme colonne suivent 
une marche cavalière de trois pas descendant à gauche. 

Enfin pour le degré limite 



les nombres d'une colonne suivent donc une marche oblique mon- 
tant à gauche, ce que l'on savait déjà. 

— Considérons toujours dans l'hypothèse w — o, les carrés cava- 
liers a deux pas et du premier degré, c'est-à-dire ceux pour lesquel 



J = a et p = - 



Donc dans ces carrés, les nombres d'une même colonne lui' 
une marche cavalière de trois pas descendant à gauche, soilde (n — 3) 
pas montant à gauche. En général dans les carrés cavaliers du pre- 
mier degré si l'on a p = k, on aura enfin à cause de ? = — i. 



v = p - 



E („-■)-<.-■ 



Donc dans ces carrés, les nombres d'une même colonne suivent 
une marche cavalière a gauche, dont le pas est le complément par 
rapport à (n — i), du pas des nombres d'une même ligne. 

Si l'on fait k égal à sa limite (n — a), la quantité v sera égale à 
l'unité. Par suite, dans ces carrés les nombres d'une même colonne 
suivent une marche oblique montant à gauche. 

— Les observations contenues dans ces derniers paragraphes expli- 
quent la diaboh'c des carrés cavaliers ; les lignes et aussi les colonnes 
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du groupe fondamental y sont disposées suivant une marche cavalière. 
Donc toute permutation circulaire des lignes ou des colonnes de ces 
carrés n'altère pas cette disposition et par suite leur magie. 

On voit aussi pourquoi les carrés limites [ce sont ceux dans les- 
quels Tune des expressions (* — *) et (? — P) est égale à (n — 1)] 
ne peuvent pas être diaboliques. 

— Pour ce qui est des carrés à disposition oblique, une permutation 
circulaire do leurs lignes ou de leurs colonnes ne modifie pas leur 
magie horizontale et verticale ; niais comme une de leurs diagonales 
doit-éti'c formée par la ligne magique du groupe fondamental, on 
comprend qu'une permutation circulaire d'une ou plusieurs lignes 
de ces carrés exige, pour la conservation de la magie diagonale, la 
permutation d'un même nombre de colonnes. 

— Les relations (a) et suivantes sont établies dans l'hypothèse où 
le premier nombre du groupe fondamental occupe la case origine du 

Si ce premier nombre doit être placé dans la case de coordon- 
nées î, et r tI du carré, cherchons en fonction des caractéristiques 
du carré, les coordonnées des divers nombres du groupe. 

et P étant les caractéristiques de l'ordonnance d'une ligne 
du groupe, le dernier nombre de la première ligne a pour coor- 
données dans le carré 



(t. 



) e' Cl. -H- 

renner nombre de la deuxième ligne, 



Le nombre suivant, soit le 
aura pour coordonnées 

(Ê,— *4.«) et (^ — p-i-p), 

les quantités « et .*- représentant les caractéristiques du degré ; les 
coordonnées du dernier nombre de celle deuxième ligne seront 



p + p) - p = 




nB i, nitDO?mm;e des ".minais 

los coordonnées du premier nombre de la ligne suivante, c'est-à-dire 
de la troisième, s'obtiendront en ajoutant it a la première et ? a la 
deuxième de ces expressions, elle seront donc 

S, + >(«_«) el ,, + >(,_$) 

>i de suite ; la loi de formation est manifeste. 
Le premier nombre de la ligne de rang m aura pour coordonnées 
dans le carré 

_<„_,)(„_ a) 

», + (»-■) (p- H 

et les coordonnées du dernier nombre de celte ligne seront 
fi + (m — l)« — mx 

celles du nombre de rang p dans cette même ligne seront 

■) («-•)•*- o — 1)« 

Si l'on fait p = n dans ces deux expressions, on retrouve les deux 
précédentes. 

Pour avoir les coordonnées dans le carré du nombre mci/ion. d'une 
ligne de rang m. i! faudra dans ces deux dernières expressions rem- 
placer p par 

— On a vu dans la première partie que pour construire un carré 
magique oblique, on doit opérer une transformation du groupe fon- 
damental naturel de faron à porter au premier rang sa ligne ma- 
gique, et cela afin d'éviter la recherche de la case dans laquelle il 
faut placer le premier nombre de ce groupe. 

Le calcul aussi détermine la case dans laquelle doit être placé 
ce premier nombre pour que la ligne ou la colonne magique du 
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groupe occupe une des diagonales du carré. Ce calcul n'est en 
réalité pas nécessaire ; nous no le produisons ici qu'à titre d'exer- 



cice. Si le nombre ayant rang p 



! du 



groupe occupe 



la diagonale montante du carré, les valeurs numériques de ses 
deux coordonnées devront être égales ; si ce nombre doit se trouver 
dans la diagonale descendante, son abscisse dans le carré sera 
égale au complément à (n — i) de son ordonnée. Imposer ces 
deux conditions ;\ la fois, c'est dire que le nombre considéré doit 
occuper la case centrale du carré. 

Dans chacun des deux premiers cas, il n'y a qu'une équation de 
conditions reliant les valeurs £, et i], ; le problème est donc indéter- 
miné. Dans le dernier cas, les deux équations do condition donnent 
nécessairement une solution unique pour les coordonnées cherchées, 

Posons donc que la ligne médiane du groupe londamontal doit 
occuper la diagonale montante du carré; nous devons, après avoir 
dans les expressions calculées au paragraphe précédent, remplacé m 

par ou plus simplement par -, écrire l'égalité 



S. +5 («-i) + (p-i)« = 1, -i 

qui se réduit à 

S, +(P-I) ("- » = !■ + ] 



P - ?) + (p - i) ; 



— ?)■ 



Cette expression doit eue vérifiée quelle que soit la valeur de d, 
il faut donc que a = p, ce qui est d'ailleurs évident à priori. On a 
finalement l'équation indéterminée à deux in< 



On peut donc à priori se donner la valeur d'une des coordonnées, 
l'autre sera calculée par cette expression; les diverses solutions se 
trouvent sur une parallèle a la diagonale montante. 
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Cherchons la case de départ dans la première colonne du carré ; 
on devra pour cela faire 5, — o, on en déduit 

*>! = [ (* -H ? - « — M- 
Comme application faisons 

ir = o p = — 5 pour n = 7. 

Nous obtiendrons 

*ij = 1. 

— Imposons-nous maintenant la condition que la colonne médiane 
du groupe occupe la diagonale descendante du carré. 

Les coordonnées dans le carré du nombre médian de la ligne de 
rang m du groupe, sont 

Si + (m — 1) (ic — «) — £ a 

on devra donc poser l'équation 

J, -+- (m — 1) (* — ") — l - ce = (n — i) — 

[ij, + (m - 1) (? - p) - i p] 
qui devient après réduction 

Si + *ïi = ( m — ( a H- P ~ * ~ P) -H j (« + P) — L 

Elle doit être satisfaite quel que soit m ; on aura donc 

a-t-p — it — p = o 
et l'équation devient finalement 
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Si l'on suppose n^aon devra avoir p = i ■+- P. Donc dans 
les cariés de degré non complexe (ceux pour lesquels on a i — o) 
la colonne médiane du groupe fondamental ne peut occuper la 
diagonale descendante que si p = a -t- p. 

Considérons comme application les carrés cavaliers d'un pas quel- 
conque mais dans lesquels * = i : p est alors égal à + i), le de- 
gré de ces carrés est par suite égal à (n — p — i) ; et comme la 
somme dupas et du degré devient dansée cas égal à (h — î), ce sont 
des carrés limites. Ce qui a été dit dans la première partie a cet 
égard se trouve ainsi justifié. 

Si l'on veut construire un carré de ce type en plaçant par exemple 
le premier nombre du groupe dans la première colonne du carre, 
c'est-ù-dirc sur son aïe vertical, ce nombre devra occuper sur cet 
axe la case ayant pour ordonnée 



n, = i (■ + p 

Soit un carré cavalier simple de de 
in a par conséquent a = I p = a t; : 



ré i et de a pas, pour lequel 
- o et p = — i ; la case de 

départ dans la première colonne aura pour ordonnée ij, — 

ce qu'il est aisé de vérifier. 

Considérons en troisième lieu le cas où la ligne et la colonne 
magiques du groupe occupent les deux diagonales du carré. 

On doit dans les deus expressions données plus haut, faire en 

même temps m — — et p = Les coordonnées de la 

case de dépari doivenl salUl'aivc aux deux congruences : 

!, + "7' (*--.)-<■ "7 '.= .., + "~'-(p-w + "7' ? 

!, + —("-.)+ -7- ! « = «-0- 

k + "~ (p - S>) -t- "^ I " 
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qui se réduisent ii 



t-«.==i(«-f) 

( 1 + ,, = |(- +P )- 



Soit comme exemple it = 
pour coordonnées 



=s — i ; la caso de départ aura 



C'est la case centrale de la ligne supérieure du carré. 
Soit encore ir = o et p = — -5; noua aurons 

5, = — - = ^^ et r ii = — S = n~3. 

Ici, la case de départ se trouvera sur la colonne médiane du 
carré. Si l'on suppose = 7 celle case se trouvera immédiatement 
au-dessus de la case centrale. 

— On peut se proposer de calculer le nombre occupant une case 
donnée du carré magique. 

On suppose que l'on prend pour base le groupe naturel. Le nom- 
bre ayant pour coordonnées dans ce groupe r et s, sa valeur sera 
exprimée par 

Ce nombre occupe dans le carré, la case des coordonnées p et q ; 
remplaçons r et s par leurs valeurs (a) en fonction de p. q et des 
paramètres de transformation, l'expression précédente deviendra : 



(.3) 



1 + {pa + qn') -+- {pb -1- qb')n. 



A, 
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problème est ainsi résolu. Il est bien entendu que dnns les 
appliruliims numériques, chacun des termes en lie pareil l lisses 
devra être remplacé par sa valeur congrue la plus réduite, eu égard 
au module n du carre. Si au lieu des paramètres de transforma- 
tion, on a comme données les caractéristiques du carré, on écrira : 



-£&: 



Par suite la valeur du nombre i 
e par la formule, 



M) 



H = l+ f(p-P) + )(- 



upant la case (p.r/) du carré 



--J$ n 



tio 

ser 

Ici comme plus haut, on devra substituer à la valeur numérique 
de chacun des termes fractionnaires, sa valeur congrue positive la 
plus réduite par rapport au module. 

— Pour l'application de cette expression, il n'est pas nécessaire que 
l'unité occupe la case origine du carré. Quelle que soît la case oc- 
cupée par l'unité, on pourra l'adopter comme origine. 11 faudra 
dans ce cas modifier les expressions (3) de p et de 7 données plus 
haut et qui supposent une même origine pour le groupe et le carré, 
C'est une simple question de changement do coordonnées. Si y et S 
sont les coordonnées dans le carré de la case occupée par l'unité, il 
faudra pour effectuer ce changement remplacer p cl 7 par (p — v) 
et £3 - S). 

— Considérons comme exemple le carré oblique simple déduit du 
groupe naturel. Pour que la ligne magique du groupe occupe la 
diagonale montante du carré il faut, si l'on veut placer l'unité dans 
la première colonne, l'inscrire dans la case ayant pour ordonnée 

- — . Introduisons dans l'expression (i4) les valeurs 1 = (3 = 1 
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it — o p — — i et remplaçons-y 7 par lq — == q H — ), 

nous obtiendrons : 

N = i -h (ap — 7 — ^ -h (p — q — fy. 

Supposons n = 5; le nombre qui dans le carre magique occupera 
la case p = 3 et q = a sera 

N=i+(6- a -I) + (3- a -I)n 

= l + ( 4 -ï) + (ï)" • 

or pour n-— 5, - = 3 ; par suite la première parenthèse doit être 

remplacée par i et la seconde par 3 ; le nombre cherché est donc 17. 
On verra de même que le nombre qui occupe la case p = 4 et q — 3 
est 18. 

Les nombres de la diagonale montante du carré seront obtenus 
en faisant p = q; ils seront donnés par l'expression 



(>-i) 



I -+- (P 1 -+- 2/i. 



En donnant à p les valeurs successives o — 1 — 2 — 3 — 4, on 
obtient bien la suite i3 — i4 — i5 — 11 — 12. Soit encore n = 7. 
Cherchons le nombre occupant la case origine ; nous poserons pour 
cela p = q = o d'où 

N . = ' + (- ï) + (- ï> 
or, pour ce module 

- = 4 = — 3 par suite N = 1 -h 3 -h 3n = 25. 

Pour p = q = S N=a8 
p = q = 4 N = 22. 
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Ainsi la formule (r/|) permet de calculer tous les nombres d'un 
carré magique ; il n'est donc pas nécessaire de le construire pour 
connaître !a position occupée par chacun d'eux. 

— La même formule permet aussi de déterminer le nombre occu- 
pant une case (p.if) du carré déduit d'un groupe fondamental quel- 
conque. En effet on supposera lecarrë déduit du groupe naturel ; 
la case (/>,</) du carré correspond dans ce groupe naturel h un nom- 
bre de coordonnées r et s ; ce sont aussi les coordonnées du nombre 
cherché dans le groupe considéré. 

— L'expression (i4) peut être considérée comme définissant un 
plan dans l'espace, mais ses >rnl.> peints utiles sont ceux do valeur en- 
tière correspondant 11 des valeurs également entières et inférieurs à 
n, de p cl de o. 

— Si dans (i4) on attribue an une valeur constante, on obtiendra 
les nombres qui se suivent dans une même colonne du carré en 
remplaçant q par les valeurs o — i — a {n — i). 

En attribuant à iy une valeur constante, on peut de même obtenir 
les nombres qui constituent les diverses lignes du carré. 

Soit comme application le carré cavalier du type a = i tt:=o 
p = a et p = i ; l'expression (i4) se réduit à 
N =- 1 + (3j> — q) + (3J> - o>- 
Cherchons dans le carré de module 7. les nombres de la quatrième 
colonne. Ils correspondent à p — 3 ; remplaçons successivement q 
par les valeurs o — 1 — a ... C, nous obtiendrons (c'est i dessein 
que nous indiquons le détail des calculs, afin d'en bien montrer le 
mécanisme). 

N = 1 4- 9 4- fin = 1 4- a 4- 6.7 = 45 

N, = 1 4- (9 — 1) 4- M = I 4- 1 4- 5.7 = 37 
N i = ' + (9 — a ) H" 1" = ' + ° + 4.7 = a 9 
N 3 = r -+- {9 — 3) -I- 3n = 1 4- 6 +■ 3. 7 = a8 
N 4 = 1 4- (9 — h) 4- an = 1 4- 5 4- 3.7 — ao 
N s =i + (9-5)+ n = 1 + 44- 7=" 
tf,= i +(9- 6) =i4-3-i- - 4- 



go m: i. wido'vsance ues xoMNUUI 

Ce sont Lion les nombres qui constituent la colonne médiane 
du carré, l'origine élan! occupée par l'unité. Si nous supposons 
n= u et p := 5, nous trouvons que les nombres occupant la 
sixième colonne du carré sont : 

n5 — io3— 91 — 79 — C7 — G6 — 54 — &a — 3o— 18—6. 

Faisons encore une application de l'expression ù un carré ca- 
valier du type 

a =i p 1= 5 tt = o p — — 3 

le module étant égal a II. 
Un nombre de ce carré est déGni par, 



[u- 



Lies termes fracLionnaires devant d'ailleurs être remplacés par les 
3 n tiers qui leur sont congrus. 
On a tout d'abord pour le module donné 



- = — t = 10 



-4* 7 



aa -+- 5 



Par suite : 

N = 1 + (top + 77) -1- (n/i -1- hJk. 

Si l'on fait q = 0, on obtient les nombres de l'axe ho 
carré. Ils seront donnés par 

N = 



ntal du 



pour celte suite : 
110 — 87 — 64 — 41 




iop + $pn 
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In somme esl bien égale à la cous tan to illogique C71, Tour calculer 
s nombres occupant chacune des lignes suivantes, il faudra suc- 
nent donner à q les valeurs 1 a io. Les expressions qui 
Fourni s sent seront donc 

1 + (top +- 7) -H (gp + 7 )n 
h {îop -+- \k) -+- (gp -+- i4)ji= 1 + (iop+ 3) + (9p-(- 3)n 
h(iop-H ai) + (9p + ai)n= i -H (io/.-t- 10) -+- (gp h- io)n 

h (top + 70) 4- (gp -f- 7o)n 32 1 + {\op + 4) + {gp + a)n- 

On obtient ainsi par ce procédé le carré magique ci-après que la 
méthode directe aurait aussi bien fourni. 
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64 


' 


.1. 



— L'unité étant pincée à l'origine du carré, un peut facilement, au 
moyen de la même formule, calculer les nombres qui doivent oc- 
cuper les trois autres sommets 
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Pour le sommet (i) on a p = (n — i) et q = o 

3 a 



d'où 



O I 

Fig. 8a 



N| = i + &L= Ll(?_- P) _ (!L=J)I» „. 

pa — 7:j3 pa — 7rj3 

Le sommet 2 est défini par p =-. q= n — 1 = — i et le sommet 
3 par p = o q = n — i = — i ; on aura donc : 

* pa — 7$ pa. —n^ 



et 



N a = i + 



tz — a 



a 



pa — 7rp pa — 7r{J 



n. 



Pour la case centrale 

p = q 



n 



2 



i 

2 



on a 



n = i + ?-+ ê- ~- a -;- - p 



p-« 



2 (pa — tcP) 2 (pa — i:p) 



n. 



On peut appliquer ccsformu les aux nombreux carrés donnés dans 
la première partie et procéder aussi par ce moyen à leur vérifica- 
tion. 

— Tout ce qui précède s'applique intégralement à tous les carrés 
magiques impairs. Lorsqu'il s'agit de modules premiers, on sait 
qu'une direction quelconque prise dans le groupe fondamental donne 
une ligne magique ; mais il n'en est pas toujours ainsi lorsqu'il s'agit 
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d'un module composé. Lorsque la direction adoptée contient un pa- 
ramètre non premier avec le module, il n'y a que certaines lignes 
parallèles à cette direction qui jouissent de la propriété magique, 
(à moins que le groupe naturel ait subi une transformation conve- 
nable, auquel cas toute direction inclinée sur les axes donne n 
nombres différents ou non, mais dont la somme est magique). 

Le calcul s'applique aussi à la recherche de ces lignes. 

Soit une direction £ = ax -H by et soient r et s les coordonnées, 
dans le groupe naturel, du nombre qui produira une somme ma- 
gique, si l'on débute par lui. Ce nombre M est égal à 

M = i -h r -H ns 

et ceux qui le suivront seront, chacun à une constante n près 

M -H a -h bn 
M -H aa -H zbn 



M -+- (n — i) a -h (n — 1) bn. 

Leur somme est égale à 

n(i+r + w) + (i + a + ... + /i — i)(a-h&n) = 

n{i-\-r-+~ns)-t- n ^ n I ' (a-t-bn)=n\i -+-r-hns-h?—^(a-hbn)L 

Elle doit-être congrue à la somme magique — * '- . Ecrivons 

donc l'égalité et nous aurons, après suppression du facteur n com- 
mun aux deux membres, 

n — 1 , LN n 2 -{-i 

i -+- r -+- ns H — (a -H on) = — 
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Celte congruence de module n se réduit finalement à 



(i5) i-f-r = - d'où r = 



a — i 
a ou r = 
2 2 



on a ainsi l'abscisse du nombre qui fournira une somme magique 
dans la direction donnée ; les essais à faire se réduisent donc aux 
nombres de la colonne de rang 

(r -h i) ou . 

La ligne magique cherchée contient un nombre congru à 

«_±JL (•). 

2 W 

— Nous bornerons les applications aux modules 9 et 1 5. Le lecteur 
pourra facilement les étendre à d'autres modules. 

i° Modale 9. — Soit une direction £ = Sx -+- by dont le para- 
mètre a est un facteur du module ; b étant supposé premier avec ce 
module, pourra prendre Tune des valeurs 

1, 2, 4, 5, 7 et 8. 

La formule (i5) ci-dessus calculée donne 

a — 1 2 

nous débuterons donc, pour constituer une ligne magique, par un 
nombre de la deuxième colonne. Nous trouvons que tous les nombres 
de cette colonne, ainsi que ceux appartenant aux colonnes de rang 
5 et 8, donnent des séries magiques. En effet constituons les séries 

(1) Voir la note II insérée & la fin de ce travail. 
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commençant pîir les nombres a, 5 et 8, le. paramètre /. étant égal à 
l'unité : 

a, 14. a6, an, 4i. 53, 56. 68. 8o 

5, 17, 3o,3a, 44. 47. 5g, 71, 74 

8, 11. 33/35,38, 5o, 6a, 65, 77. 

s trois séries contiennent on le voit tous les nombres appar- 
tenant ans trois colonnes désignée». 

On pourra donc débuter par l'un quelconque d'entre eux, la série 
formée sera toujours magique. 

On peut vérifier, cl la réflexion aussi le fait prévoir, que quelle 
que soit la voleur (parmi celles plus baut indiquées) que l'on donne 
au paramètre 6, les solutions du problème sont constituées par lei 
mêmes nombres. 

Les conclusions sont les mêmes pour le cas où a est égal à 6, le 
paramètre 6 étant toujours premier avec le module. 

Considérons en second lieu les directions délinies par le paramètre 
(1 égal à 3 ou a G, le paramètre a étant premier avec le module. 
Soît d'abord a = 1 ; on trouvera le nombre de début dans la colonne 
ayant pour abscisse 



c'est-à-dire la première colonne. Le nombre 10 situé dans cette 
colonne satisfait à la question ; il en est de même pour les nombres 
37 et 64 appartenant aux lignes de rang 5 et 8. Si l'on fait 6 = 3, 
on trouve les (rois séries magiques 

10, 38, 06, i3, 4L 69, 16, 44. 73 

37, 65,'ia, 4o, 68,'i5, 43, 7i,'i8 

64, ii, 3g, 67, l4i-4>i 7°' J 7> 45. 
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On constate que tous les nombres appartenant aux lignes de rang 
2, 5 et 8 sont des solutions du problème, (dans les deux systèmes 
de séries que Ton a indiquées, les nombres verticaux du groupe dans 
le premier et les nombres horizontaux dans le second sont, ainsi 
qu'on l'indique par des lignes ponctuées, disposés diagonalcmcnt). 

Les nombres constituant les trois séries qui précèdent sont aussi 
solutions pour a quelconque premier avec le module. 

La direction ; = ax -h (> v a également les mêmes solutions. 

On peut remarquer que les nombres qui se trouvent aux points 
de croisement des lignes et des colonnes ayant pour rang 2, 5, et 8, 
soit les nombres 

ii, 1/1, 17, 38, /|i, 44, 65, 68, 71 

ont une somme magique. 

2 Module i5. — Soit d'abord b seulement premier avec le module ; 
considérons la direction 

£ = Sx -f- by. 

On peut constater que quel que soit 6, tons les nombres apparte- 
nant aux colonnes de rang 2, 5, 8, 1 1 et i4 constituent des solutions 
du problème. Ci-après pour b = 1, quelques-unes de ces séries 

2,20,38, 56, 7/1, 77, 95, n3, i3i, 1^9, i52, 170, 188, 206, 224 
17,35,53, 71, 89, 92, no, 128, 146, 1G4, 167, i85,2o3,22i, 14 
32, 5o, 68, 86,104,107,125,143,161,179,182,200,218,237, 29 
47,65,83, 101, 119, 122, i4o, i58, 17G, 194, 197, 2i5, 8, 26, 44 

et ainsi de suite. Les séries étant disposées, comme ci-dessus, on voit 
que les nombres qui se trouvent sur une même verticale appar- 
tiennent à une môme colonne du groupe fondamental. Soit main- 
tenant la direction 

f = 5x 4- by. 

Le nombre de début doit être cherché dans la colonne ayant pour 

abscisse 

5— 1 

r= — — = 2. 
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: CABRES MAGIQUES 



I Supposons U = I ; tous les nombres de la troisième colonne 
nt des solutions du problème; il en est de même des nombres 
appartenant aux colonnes de rang 8 et t3, distants horizontale- 
ment de 5 unités, dans le groupe naturel. Chaque ligne du groupe 
naturel contient donc trois solutions. Ci-après trois séries débu- 
tant par des nombres de la 3' colonne. 



3, a3, 43.48,68, 

18, 38, 58.63,83, i 

, 53, 73.78,98,1 



1 13. i33, i38, ï58, 178, i83, ao3, aa3 
ia8, i48. i53, 173, ij)3, 198, ai8, i3 
i43. i63. 168, 188, ao8, ai3, 8, 



Quelle que soit la valeur de b, les solutions n 
Soit maintenant a premier avec le module et 
e même module, comme par exemble 



varient pas, 
non premier a 



Pour a = 1, nous chercherons les solutions dans 
solonne. Nous trouvons que le nombre 16 et tous 
rouvent dans la même ligne sont des solutions. Ainsi 



16, 6a, ioS, i54, ai 

17, 63, 109, i55, a 
1, 64, 110, i56, 2 



ai, 67, 1 13, 159, ao5, aG, 7a, 
a a, 68, 11 4. 160, ao6, 27, 73, 
a3. 69, ti5. 161, 307, a8, 74, 



1, 61, 107, i53. 199, ao, 66. 11 a, i58, ao4, a5, 71, 



8. i64, ait 

9, i65, 191 

5i, 10' 



7, i63, aog 



Seuls les nombres appartenant aux lignes do rang 2, 5, 8, II 1 
i4 distantes verticalement de 3 en 3 unités fournissent toutes b 
solutions du problème. Quel que soit a premier avec le module, les 
solutions ne changent pas. 

Soit en dernier lieu, a ctantpremier avec le module 
î = ax + 5/ 

supposons d'abord a = 1. Le nombre 3i et tous ceux appartenant 
à la même ligne réussissent. Les lignes de 5 en 5 à partir de celle-ci 

Huuhu, — De l'otclrinnnQoe cios nombres. 7 
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donnent saisi des solution! do problème :ce sont celle* rommtfij 

par 106 et 181. Ci-aprcs quelques-unes de ces séries magiques. 



3i, 107, i83, 3.'i, 110, 186.37, n3, 189,40, 116, 19a, 43, 119. 195 
3a, 108, i84.35, m, 187,38, 114,190,41,117, 193,44, no. 181 
33. 109, i85,36, 11a. 188. 3g. n5, 191,4s, 118, 194. 45. 106, 

En commençant cliaeune des séries par les nombres success 
d'une même ligne, on voit que les nombres disposes sur ui 
verticale appartiennent à une mémo ligne du groupe. Quel que w 
a, les solutions sont constituées par les mûmes nombres. 

— On peut do ce qui précède, tirer les conclusions suivantes ; 
1 Si a est premier avec le module et si b contient un 
premier k commun avec ce module, tous les nombres de la ligi 
dans laquelle se trouve une solution rendant la direction (m 
magique, sont également des solutions. Mais dans uni 
colonne, les solutions sont espacées de k en k. 

a" Si au contraire b, est premier avec le module et si a contien 
un facteur premier k du module, tous les nombres de la colonne 
contenant une solution du problème, satisfont h la condition de 
ner des sommes magiques ; mais dans une mémo ligne, ces solu- 
s sont espacées de k en k. 

-En conséquence, si l'on se propose de constituer deux séries ma- 
iques suivant deuï directions dont le paramètre n de l'une et le 
paramètre b de l'autre sont seuls premiers avec le module, les deux 
autres paramètres ayant avec ce dernier un même facteur premier 
k, on cherchera les solutions aux points de croisement des lignes et 
colonnes satisfaisant a la question pour chacune des deux directions 
données. Ces solutions seront donc espacées de k en k en ligne et 
en colonne. 

— Essayons maintenant de chercher les sommes magiques dans 
direction pour laquelle les deui'pa rame très contiennent chacun une 
un facteur premier non identique du module. 



: 
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Soit pur exemple potn 



Eu égard nu paramètre 3, 
magique, débuter par un noi 
9, 5, 8, Il et lit ; eu égard 
début doit être pris dans les 
pour satisfaire au problème, 



-Çr- 



ni devrait pour construire une série 
bit appartenant aux colonnes de rang 
u paramètre 6 = 5, le nombre de 
ignés de rang 3, 8 et l3. Par suite 
m adoptera comme point de départ 
des nombres occupant les points de croisement de ces lignes et 
colonnes. Quelque soit celui de ces nombres que l'on adopte, la série 
est uniquement constituée par les nombres qui se présentent dans 
l'ordre : 

3a,iio, 188,^1,119, 183,35, n3, iç,l,44,107,i85,38,ii6, iq4. 

— Soit maintenant pour le mémo module, la direction 

î = 5* + 3j ('). 

Les points de croisement dos lignes de rang a, 5, 8, u et i!\ et 
des colonnes de rang 3, S et 1 3, constituent les solutions du problème. 



(') Le, din 



i« 



z + 3y et y] = - 



donnent un earré magique pour le groupe transformé du module 9 •' i° partis 
page 45). 

Essayons de construire le carré en partant du groupe naturel. Nous cons- 
tatons d'abord que, eu égard à la première des doux directions principales, 
le nombre que l'on doit placer dans la case origine doit appartenir k Fane 
dis lignes de rang 3, 5 ou 8. 

Eu égard h l' équation 

È + r t = 3a + 37, 
le nombro par lequel on doit débuter doit appartenir k l'une des colonnes de 
rang a, 5 ou 8. Formons dono lo carré on débutant par l'un des nombres 
situé aui croisements do ces deui systèmes, soit lo nombro 1 1. L'équation 



455120 



: l ounn-mNCE 1 



s précédent, unique et l'ordre de 



Ln série est, comm 
fiéUMBtl est : 



18, 68. 118, i53, ao3.a8.63. n3, i63, 198, ï3. 73, loi 

parlcnant à chacune des lignes du groupe fondamental ; par suite, Il pi 
miére colonne qui débute pur lo nombre 1 1 et qui est forcement magique, 
no contient que troU nombres appartenant aui lignes de rang 3, 5 et 8. 
Les ligne» du carré correspondant » ce- trois mitulin ■■ sculr- - -mut oi.igpqu^s, 
les autre» ne le seront pas. Ci-destous eu carré dont on a marqu.: " 
croix, lo» lignes magiques qui débutant par les nombre II, 7: et Si 
panl dans lo groupe les points de 1. imsoment plus haut indiquas, 




■■ 


3i 
il 

5i 

Ûl 

81 


6a 
73 
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3 

i3 
a3 
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34 
44 
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65 
4 
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56 
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B 

■ 5 
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35 
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a8 
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53 
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(3 
53 
63 



- On peut établir h priori mie les deui dir 
\ = 8x + y et t, = 



E + n- r3»+3y. . 

Les solutions possibles pour un nombre de cette diagonale, sont conte 
tues dans les lignes do rang a, 5, 8, 11 et i£. L'équation deseolonne 
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— On a vu dans la noie I qui termine la première partie, que des 
groupes différents peinent fournir un mémo carré magique. Lu 
calcul éclaire entièrement la question. On a construit un carré en 
parlant d'un groupe donné. Une permutation ordonnée ou régu- 
lière des lignes de ce groupe donnera un groupe nouveau dépendant 
du premier suivant une certaine loi. Ainsi tout en conservant son 
rang à la première ligne du groupe donne, nous constituerons de 
nouveaux groupes en prenant dans le premier les lignes de deux en 
deux, de trois en trois... et enfin de (n — i) en (n — i). Si ces in- 
tervalles sont premiers avec le module, on rencontrera ainsi toutes 
les lignes du groupe donné, c'est-à-dire que les nouveaux groupes 
comprendront toutes les lignes de ce dernier dans un ordre dînè- 
rent. Par ces arrangements, l'ordre des nombres d'une même ligne 
c change pas, celui des nombres d'une même colonne a seul varié. 
Le carré donné peut être déduit de chacun de ces groupes ; ce que 
nous avons appelé Bon pas reste évidemment invariable, quel que 
soit le groupe pris pour base ; son degré seul aura changé. 

On peut modifier également l'ordre des colonnes du groupe pri- 
mitif; une modification bien définie de cet ordre changera le pas 
du carré ainsi que son degré. Par un changement convenable du 
groupe fondamental, on pourra réduire un pas complexe a son 
expression la plus simple. En clfet, si l'on examine dans un carré 
magique la disposition relative des nombres d'une ligne ou d'une 
colonne du groupe, on constate que deux nombres appartenant à 
une même ligne ou à nue même colonne se trouvent dans deux li- 



l) = 5x -). iy exigent qua tous les nombre» <!:i rarr.' appartiennent oui 
colonnes de rang 3, 8 et i3 dans le groupe. Pour que ces colonnes soient 
magiques, il faut donc que t>>us le* nombret de lu diagonale montante appar- 
tiennent exclusivement a ces trois colonne*, ri- qui n'eal pas, étant donnée 
son équation. Donc tout nombre de cette diagonale qui n'appartient pas 
aui colonnes de rang 3, 8 et i3 du groupe, tenp. ra dans le carré une 
colonne dont tons les nomlirea seront [in- lijri*Liiil.!lpiiifiil do â en 5 dans le 
groupe. Ils appartiendront ainsi à des coluiiuus dulérenlea de celles salisfai- 
it à la questio: 
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gnes et deux colonnes différentes du carré, de sorle que l'o 
toujours prendre, dans deux lignes ou deux colonnes voisinrs Je t 
dernier, les nombres d'une même ligne ou d'une même colonne i 
groupe et les considérer comme se suivant dens le groupe. 11 s'en- 
suit que l'un des deux paramètres de marche pourra être réduit i 
l'unité. Si c'est le paramètre * que l'on réduit ainsi, la marche des 
nombres d'une même ligne s'effectuera dans le sens vertical et si 
c'est le paramètre P, l'avancement des nombres s'effectuera dans le 
sens horizontal. 

La disposition oblique est définie par le fait que les deux caracté- 
ristiques sont égales à l'unité. Ce sont leurs valeurs les plus ré- 
duites. Il est facile de traduire concrètement ces considérations. 

Soient a et p les caractéristiques différente» île l'amie de la marche 
dos nombres appartenant à une ligne du groupe douné. Soient \ e 
t, dans le carré les coordonnées du premier nombre de cotlc lig 
les nombres suivants auront pour coordonnées 



ligne ; 



E-f- a 
\ -+- 3* 

Ê + 3» 



-3? 



E + (« 



1)* 



- (" - 03 



Si a. et n sout premiers entre eux et {s cbt naturellement in- 
férieur à n), il existe toujours un multiple ki et un seul qui ; 
congru à l'unité pour le module n (on dit dans ce cas que h et a 
sont associes pour ce module). Si « et n ne sont pas premiers entre 
eux, le produit k a ne peut être congru à l'unité. 

Ceci étant, pour les cas de modules premiers (et aussi pour celui 
où a et n sont premiers entre eux, il y aura toujours une des abscis- 
ses (5 -+- ha) de la série qui se réduira à (È -+- i). Si donc on trans- 
forme le groupe de façon que le nombre ayant cette abscisse dans le 
carré, occupe dans le groupe le second rang, que celui ayant l'abscisse 
(î + a/ca) =j+a occupe le troisième rang etc.. que celui enfin 
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Ïajant l'abscisse (£ -+■ pkx) = !• + p occupa dans le groupe lu 
(p + ])™° rang, le carré pourra être considéré comme déduit du 
groupe transformé suivant une marche dont la caractéristique <* sera 
réduite h l'unité; on pourrait aussi bien au lieu de a réduire la ca- 
ractéristique p. 

— Le procedée st le même pour le cas où l'on voudrait effectuer une 
réduction analogue sur la marclie des nombres d'une colonne <lu 
groupe. Si l'on représente par J et », les coordonnées dans le carré 
du premier nombre d'une colonne, les coordonnées des nombres suc- 



essifs de cette colonne seront ( 



ii). 



i + >(* - .) 

E + 3(*_>) 



- (f- 
-»(P- 
-3(p- 



(« 



(P- 



Kilil 
quantités rr et p étant loa caractéristiques du degré. 
Pour résoudre le problème, il suffira de chercher l'a: 
(ît — a) ou de (p — ^) par rapport au module. Si k i 
associé, on modilîcra le groupe de l'açon à porter au deuxième rang 
la ligne qui v occupe le rang k après la première, au troisième rang 
celle qui y occupe le rang al." et ainsi de suite. 

— On peut aussi réduire les caractéristiques du ilea.ee. Les coordon- 
nées du dernier nombre de la première liytic sent, celles du premier 
étant £ et t\, (| — a) et (n — (i) ; les coordonnées du premier n 
bre de la ligne de rang m sont 



éde 
ï nombre 



( + (>» 



!)(«-«) et , + (». 



') (? -M 



Les différences respectives donnent les caractéristiques du degré. 
En supposant que la ligne de rang m ait passé au second rang 
caractéristiques seraient donc 
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On peut major de rendre une de ces caractéristiques égale à 
zéro ou à l'unité. La valeur de m qui satisferuit aux égalités ou con- 
gruences ainsi posées, serait la solution du problème. 

— Noua reprendrons la même question sous une outre forme. 

Opérons un changement ordonné des lignes du groupe. Prenons 
par exemple ces lignes de deux en deux, la première conservant son 
rang, Ainsi la 3" ligne passera au deuxième rang, la cinquième au 
troisième, la septième au quatrième et ainsi de suite. 

Le premier nombre de la deuxième ligne du nouveau groupe 
ayant dans le carré les coordonnées 

E, -+- a (* — «) et ,,+j(p- p) 

et le dernier nombre de la première ligne ayant pour coordonnées 
(î — a) et (ïj — p), les di fié ronce s respectives de ces coordonnées don- 
neront les caractéristiques du degré du carré pour ce nouveau groupe. 
Ces différences sont 

c + a (, -»)-<£- «) = 2* - * 
«l-t-i(p — ft — Ol — W=»P -?■ 

On retrouvera identiquement ces expressions en calculant < 
mêmes différences pour !a cinquième ligne qui a passé au 3° rang. 
On a effectivement 

S + 4 - •) - (£ + « - 3») = m - . 
l+4(p-P)-(i-np — 3f)=i f — f 

Ainsi en adoptant l'ordre des lignes de deux en deux, le carré qui, 
pour le groupe primitif, était du degré (it£ -+- pr,), sera par rap- 
port au nouveau groupe, du degré 

(,*-„)S + (»,>- p),. 

Si le groupe primitif était moiltlié de façon que la succession des 
lignes fui de m en m, c'est-à-dire que la ni"" ligne (la ligne de 
rang m) passât au a'" rang, que la (a m)""" passât au troisième e 
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i de suile, le degré du carre par rapport au nouveau 



j(»>-,).-(m- a ).JE+j(m-.)p-(»- a )(lj, 

Soit par ciemple un carré de module 7, déduit du groupe naturel 
dont la ligne magique seule a été déplacée pour être portée au pre- 
mier rang; les nombres de la première colonne du groupe sont donc 



Tirons-en le c 
dessous 



é oblique de degré ( — £ 



S — 43. 
-3Ti)53 G£ - 



i 3 


i3 


16 

33 

li 

A3 
ai 
5 


33 

44 

95 


36 
15 

7 


".1 
35 


3 S 

38 
47 


48 


3i 
4o 
^9 
»3 

4 


6 

a 

'7 


9 
18 
34 



Fig. 84 

On peut vérifier que les membres d'une même colonne suivent la 

marche (5= -+- 4',) ou (— a£ — 3i;). Modifions maintenant le groupe 

en en prenant les lignes de deux en deux ; la première colonne du 

nouveau groupe sera formée 



.43. 



3fi, 



Le degré du carré précédent considéré comme déduit de 1 
nouveau groupe, s'obtiendra en faisant m = 3 dans la formule c 
dessus. D'autre part, on a ; 
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le degré cherché est, ainsi qu'on peut le vérifier, (4Î -+- ar,), Pour 

m = 4 ce degré devient 3; -+- 61 
m = 5 « « h 

m="] « « 3t h- 5jj, 

Dans ces diverses hypothèses, l'ordonnance des nombres d'une 
même colonne du groupe est fournie par les expressions 

a (* - «) S + a (p - p) 1, = 35 + 1 

3 („ _ «) ç + 3 ( P - p) 7, = £4-5-] 

4 (« - =■) ; ■+■ 3 (p - p) i, = Gï + 21 
6(w — •)! -5(p — p)>j = 4E + 6^ 

— Les développements fournis dans celte partie de notre travail, 
montrent la souplesse des formules relatives aux carres magiques. 
Si, comme on l'a montré dans In première partie, on parvient à 
trouver une solution simple des règles qui doivent régir la trans- 
formation du groupe naturel, à l'effet de réduire ses directions non 
magiques aux deux directions principales, le prohlèinc des carrés 
magiques réguliers de modules composés se trouverait entièrement 
résolu. 



NOTE I 



CALCUL DES ÉLÉMENTS DE CERTAINS CARRÉS 
DE MODULES COMPOSÉS 



3n a vu, dans la première partie (pages on, et suivantes), une mé- 
thode intéressante pour la construction de carrés de modules com- 
posés de la forme pq. Elle consistait à décomposer le groupe 
îaturel en groupes partiels de modules p et q. 

On peut à priori déterminer les principaux éléments de ces 
groupes partiels, sans s'astreindre h l'inscription préalable du groupe 
fondamental principal de module p<[ et cela par une simple appli- 
cation de formules de progreslson. 

Le groupe naturel de module n = pq et contenant par suite n- 
— p-q- termes est, dans celte méthode, divisé par des parallèles à 
.es deux directions principales, en groupes partiels contenant chacun 
p 1 nombres. Cette division produit ainsi, sur une même rangée 
horizontale ou verticale, q groupes partiels ayant chacun p pour 
module. En étendant ici la signification donnée aux expressions 
ligna et colonne, on désignera par ces mots un ensemble de q 
termes, chacun d'eux étant constitué par un groupe do module p. 

Nous nous proposons de déterminer In constitution du terme gé- 
néral, c'est-à-dire du groupe partiel de rang .v dans la colonne de 
rang y. ainsi que sa constante magique. Si à chacun de ces groupes 
partiels, on substitue sa constante, l'ensemble de ces constantes 



io8 
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constitue, on l'a vu, un groupe fondamental dont on peut déduire 
grand nombre de carrés magiques de module ij. 

Le premier des groupes partiels, celui qui occupe l'origine du 
groupe foodarneutal principal est ainsi constitué. 

I a 3 ... 

n-t-i n + a » + 3... «d 



(f 



0» 



<P - «) - 



lj>- 



i)» + 3... (,- 



i)n- 



Le groupe qui suit dans la première ligne s'obtient en ajoutant p 
à chacun des termes do ce premier groupe ; le suivant s'obtiendra 
en ajoutant p à chacun des termes du deuxième groupe et ainsi do 
suite ; donc, le groupe de rang x de cette première ligne sera 



(*- 


..) f +. 


(«- 


Ijp-r-a ... 


(*- 


i)p+p 


»+o- 


.,)„+■ 


«+(*- 


r)p + a... 


n-*-{«— 


i)p+p 


2n+(ar— 


'>+' 


a «-H>- 


■I)p+a ... 


a n+(a— 


Op+P 



(p-i)n+(i-i),. + i,lp-i)..+(.r-t)p+a,(p-.)n+(i-i)p+p. 
La somme des termes do ce groupe est 

[(P— Qn + fr — i) p + ?] + [( > — Qp+ i ] . 
■j ^ 

ou on déduira la constante magique en la divisant par ;j, de sorte 
que la valeur de cette constante devient après réduction 



p*l>g- 



cil. ci i. nus i-:i.i-vu-:\ts in: i:i!iiiiin.- Munis 



La différence dus sommes de deux groupes successifs est p 3 ; celle 
de leurs constantes est p* ; de sorte que la constante du dernier 
groupe de celte première ligne est 



-P'(l~ 



')• 



Dans chacune des lignes suivantes, les groupes successifs ont une 
loi de progression identique. Lu groupe quelconque dans une ligne 
donnée se déduira tin précédent, en ajoutant p à chacun des termes 
de celui-ci. 

Si l'on examine les groupes qui se suivent dans une même 
colonne, on constate qu'un groupe se déduit du précédent lorsqu'on 
ajoute pn = p ! f] à chacun des termes de ce dernier. Ainsi le premier 
groupe dans la ligne de rang y sera 

jv— ijpn+i (y-j)pn+n ... ly-i)pn+p 

n-t-ty— i)/wi-r-t n-h(y— tjpiH-a ... n+(y— j)pn-t~p 

(p—i)n+(y—i)pn+i,(p—i)n-t-(v—i)pn-i-2,[p—i)n+(y—\)pn+p. 

et le groupe de rang .r dans celte ligne s'obtiendra en ajoutant 
(x — i) p à chacun des termes précédents. 

La somme du terme général, c'est-à-dire du groupe de rang a- 
dans la ligne de rang y sera, en remplaçant n par sou égal pq, 

g = P l <l {* ( I — J ) + p'jix— Q — fq -+- p * _ 

La différence de sommes de deux groupes successifs dans une 
même colonne est p^q = p'n. 

Si l'on y fait x = y = j^on obtient la somme du dernier terme 
du groupe. Cette somme «t 

a p*q* — p*g ■+- p*q — p* -t- p» 



La constante magique s'obtiendra en divisant ces expressions 
par p. 
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On voit ainsi que la loi de formation des groupes partiels est des 
plus simples ; le premier terme de chacun d'eux peut être déterminé 
directement en parlant de l'unité, qui occupe l'origine du premier 
groupe. 

Proposons- nous do déterminer le premier terme d'un groupe par- 
tiel, lorsqu'on se donne sa constante magique. Si la valeur de celte 
constante est la seule donnée du problème, le calcul fait connaître 
ce premier terme. 

Soit donc p le module des groupes partiels et soit (u -+- i) le pre- 
mier terme du groupe dont la constante est donnée. 

Ce groupe sera constitué comme suit : 

t.4-i i>+a 1M-3... 



1-3 ... 



s-f-p 

n+v+p 



(p— i) n + v + i, (p-i)n+H-a, (p — i)n+i»+3, 
La somme de tous ces termes sera 



fc 



la constante magique du groupe se réduira finalement à 

G = (p-')m-h»-h(p-h ) „. 
a r 

Cette expression permet de calculer C lorsqu'on connaît v et ré- 
ciproquement. 

Soit p = 5 g = 3 C = 565 (page u i ) on en déduit v = 8o 
le groupe partiel sera donc 

83 . 84 . 85 



9° ■ 97 ■ 



9» . 99 . ioo 
n3 . n4 . n5 
128 . 139 . i3o 
i43 . iM ■ 145 
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op- 7 7 = 3 C = i 5^7 (page fii) ; 



. déduit 



fSoit eue 
?« i54. 
On a ainsi un moyen pratique pour la construction des carrés 
magiques de module^. La division du groupe fondamental prin- 
cipal donne 0" groupes partiels. Leurs sommes forment des pro- 
cessions aritiimétiques de raison p 1 en ligne et de raison p'n en 
colonne. Leurs constantes magiques sont donc des progressions arith- 
métiques de raison p~ en ligne et p*n en colonne. 
Par suite, en partant d'un premier terme arbitrairement 
choisi, il faudra former un ensemble de q 1 nombres constitués 
en séries comme il vient d'être dit. Cet ensemble ou groupe 
fournit un grand nombre de carrés magiques do module 7. Chacun 
des termes de l'un de ces carrés sera envisagé comme la constante 
d'un groupe de modale p dont le premier terme sera déterminé par 
"e ci-dessus. En remplaçant cette constante par 
igiques déduits de ce groupe, on aura constitué le 
carré cherché. 



la formule don m 



NOTE II 



SUR LA TRANSFORMATION DES GROUPES NATURELS 

DE MODULE COMPOSÉ. 

APPLICATION AUX GROUPES DE MODULE PAIR 



On a vu que le groupe naturel de module composé doit, par un 
déplacement des lignes et des colonnes, être transformé, afin de 
pouvoir fournir des carrés magiques des divers types compatibles 
avec le module. Nous avons montré que dans un groupe convena- 
blement transformé de module (), les nombres situés sur une di- 
rection dont le paramètre affectant x, n'est pas premier avec le mo- 
dule, telle que (3.r -+- y) par exemple, constituent une série magique ; 
lorsque celle-ci a été formée en débutant par l'une des colonnes 
de rang a, 5 et 8. 

Si l'on étudie le groupe naturel démodule i5, celui-ci possède 
deux directions magiques (3.r + v) et (ox -+- v) à la condition que 
l'on constitue les séries an moyen des nombres appartenant aux 
colonnes a — 5 — 8 — il et r4 pour la première de ces deux 
directions, et aux colonnes 3 — 8 et i3 pour la seconde. 

Si l'on partage les neuf premiers nombres naturels en sections 
de trois nombres, et les quinze premiers nombres en sections de 
trois nombres d'une part, et de cinq nombres d'autre part, on cons- 
tate que les colonnes ci-dessus indiquées comme donnant des séries 
magiques, occupent précisément le milieu de chacune de ces sections. 
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Et si l'on l'ait, pour chacun des cas, le total de ces nombres médians 
on trouve i5, !\o et là. 
Or i5 est le tiers de la somme des neufs premiers nombres, !\o et 
a4 sont le tiers et le cinquième de la somme des quinze premiers 
nombres. Les groupes de module supérieur donnent lieu à une 
observation analogue. On pourrait donc en inférer légitimement 
que les directions considérées ne donnent des séries magiques que 
parce que les premiers nombres des colonnes intéressées (ce sont 
les colonnes fournissant les divers nombres de chacune des séries) 
ont pour sommes ces moyennes. Et en effet, reprenons le cas du 
module 9 ; soient dans un groupe quelconque, a, haie les colonnes 
que l'on doit placer à des distances Sx l'une de l'autre, pour 
qu'elles fournissent une série magique sur la direction (Sx -h j-) ; 
les nombres d'une telle série seront 

a 6-*-fl c-i- 18 



3a -+- 36 + 3e ■+■ 3î4 
s qu'elle est égale à la somme magique 36o, nous en dé- 



3(«- 

h- 



= 45 



-«) = 



Nous en tirons comme conclusion que : pour avoir des séries 
magiques, suivant une direction '(3x -+- y), dans un groupe de 
module 9, il faut que la somme des premiers nombres des trois co- 
intéïessés soit égale à i5. Si donc nous disposons les neuf 
s nombres naturels, de fa von à satisfaire à celle condition, 
toutes les lignes de direction (Sx -+■ y) seront magiques, il est aisé 
de le vérifier. 

MinaoBtlM. — D* l'ordonnance clos nombres, 8 



IIj 
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is aboutirons a une con- 



Examinons encore le module t 
clusion semblable. 

Sntt d'abord la direction (3.t -+■ y) et a, b, e, d, f, les cinq co- 
lonnet qui fournissent les nombres de In série : les nombre» 
sîfi de cotte série feront 

o-t-73 Jt-r-i5 4-75 c-f-3o-t-75 d + 45 4-75 [f -h 60 -t- 75 
(i-w5o|t-+- i5-t-i5o|c-t-3o4- i5o|rf-j- 45 + i5o|/~t- 60 -+• i5o 



dont la somme est 



Êcr 
dédui: 



i qu'elle est i 



e-Krf +J) -f- i57&. 
; a la somme mngii|ue iGi)5. H 



-l + « 



On aura donc des séries magiques dans une direction (3.r + y) 
si la somme des nombres, occupant la tète des cinq coiounes espa- 
cées de Sx l'une de l'autre, est égale à 4o. 

Passons maintenant, pour ce même module 1 5, aux séries magiques 
suivant une direction (5a; -h y). Soient comme précédemment, a 
b, c, les nombres occupant la tôle des trois colonnes espacées l'une 
de l'autre de §x; les quinze nombres de la série seront 




+ 90 

a+ i35 
a + 180 


6 -t- i5 -j- ç,o 
fc + ,5 + i35 
b -+■ i5 -i- 180 


c + 3o 
c + 3o 
c + 3o 


écrivons que leur 
aurons : 


somme est magique, <■ 
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i5 



Isun 
S! donc la somme des premiers nombres des trois colonnes em- 
jyées est égale à a^, la si-ric sera magique. 
Les développements qui précédent s'appliquent à un module quel- 
nque. On arrivera toujours ,\ des conséquences identiques. 
Soient a le paramètre de la direction adoptée (ax -+- y) et n le 

module; est le nombre des colonnes fournissant les nombres de 
a 

la série que l'on veut rendre magique. La moyenne des nombres de 

la première ligne du groupe naturel est — ; on en déduira que 

la somme des nombres occupant fa tête des colonnes intéressées 






devra être 



, pour que la ligne ayant la direction donnée 



soit magique. 

La solution du problème devient ainsi très simple. Prenons pour 
exemple le module g ; écrivons les neufs premiers nombres dans 
leur ordre naturel et partageons cette série en trois sections comme 

»suit ; 
i. a. 3 | 4. 5. 6 ] 7.8. 9. 
Prenons un nombre choisi à volonté dans la première section, 
et un autre dans la deuxième, soient 1 et 5 ces deux nombres, qui 
ajoutés à () forment un total égal à iâ. Nous placerons donc les co- 
lonnes 1. 5 et o avec un intervalle de 3a-. 

1.. 5.. 9 

Prenons maintenant dans lesdeux premières sections deux autres 
nombres, soient 2 et 6 ; pour constituer letotal de i5, nous devrons 
prendre 7 dans la troisième section : nous avons ainsi une deuxième 



sera formée par les trois nombres restants 
3.. 4.. 8. 
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L'ordre des colonnes du groupe est donc ainsi déterminé, il f 
par cïemplc 

i. 3.3.5.6.4-9, 7.8 
5. 3. 3. 9.8. 6. t.4. 7 
6.8. 1. a.3. 9. 7. 4. 5 

ou tout autre constitué suivant la même règle, à savoir, 1 
la somme des nombres distante de 3j? est constante et égale a i5. 
Toute ligne de direction (3i -t- y) déduite d'un groupe ainsi < 
titué sera magique. 

Prenons comme second exemple le module i5. Pour obtenir d 
lignes magiqncsdans une direction (3k -+- y), il faut que les co- 
lonnes espacées de 3:r aient pour somme 4<j, Écrivons les i5 pre- 
miers nombres naturels et partageons- les par sections de trois nom- 
bres ebacun 

1. a. 3 I 4-5. 6. | 7.8. 9 | 10. 11. ia | i3. 14. i5. 

Prenons arbitrairement un nombre dans chacune des sections, 
de façon à former un total de ko, comme ci-dessous 

1.. 4-8.. n. iâ 

Jîarrons maintenant dans la série naturelle, pour ne pas faire 
double emploi, les cinq nombres ainsi inscrits. Choisissons ensuite 
parmi les nombres non barrés, un nombre de chaque section de 
façon a former le même total, comme par exemple 

2.. 6.. 9.. 10.. i3 

les nombres non encore employés constitueront la troisième série 
qui sera 

3.. 5.. 7,. 11.. 14 

on peut effectuer une permutation quelconque dans chacune des 
trois séries ainsi déterminées, sans altérer pour cela leurs pro- 
priétés. 



10a aura donc pour le groupe transformé, ayant toutes les ligoi 
magiques dans une direction (3x -+- y), l'ordre 
i. a. 3. |4.6.l 
ou i 
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! 8. 9 . 7. I i 



.a. 3. J5.4.6. I9.7.8. | i 
. a. 3. 1 G. 5. 4. | 9. 8. 7. | 1 



et beaucoup de combinaisons semblables. 

Cbcrclions maintenant pour le même module l'ordre des colonnes 
relaLif à une direction (5a: -h y) ; nous disposerons les quinze 
premiers nombres nuturcls en trois sections, comme suit ; 

. 3.4- 5. | 6. 7. 8.9. ro. | 

et nous prendrons un nombre dans ebacune d'elles de façon à 
tituer un total égal à a4- Nous aurons par exemple, les quatr 



4.... 6.... 

la dernière, forcément constituée par les nombres ] 
ployés, sera : 5... 8... 1 1. 

De telles combinaisons, que l'on peut faire beaucoup varier, four- 
nissent naturellement un grand nombre de groupes fondamentaux 
ayant toutes leurs lignes magiques dans la direction considérée. 

Nous n'ayons, dans ce qui précède, considéré que le cas où la di- 
rection x était affectée du paramètre non premier avec le module ; 
si un tel paramètre affalait la direction y, c'est l'ordre des lignes 
du groupe naturel qu'il faudrait modifier suivant la règle qui vient 
d'être établie. 

Dans un grand nombre de groupes transformés de module y, les 
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nombres ailués h une distance do 3.r, ont leurs différences pre 
niïéros avec le module, Cette remarque nous donne un autre n 
de constituer quelques-uns de ces groupes. Disposons pour cela 
les neuf premiers nombres comme suit 



les différences horizontales sont égales à 3, et dans toute aulr 
direction, ces diiïércnccs sont premières avec 3. Adopluna donc une 
direction inclinée quelconque telle que (a; + y) ou (ax -+- y), par 
exemple ; nous pourrons disposer ces neuf nombres comme s 

i 5 o i 8 G 



3 4 8 



9 4 



Les lignes horizontales ont bien pour somme iô ; on en tireri 
comme précédemment l'ordre à donner aux groupes fondamei 

11 n'est peut-être pas inutile d'ajouter, qu'un ordre déterm: 
peut subir une permutation circulaire quelconque, sans que 
propriétés en soient altérées. 

Si un même paramètre, facteur du module, affecte la direction 
dans l'une des équations et la direction y, dans l'autre, 
nécessaire, pour constituer lo groupe fondamental, de faire subir 
des déplacements identiques aui lignes et aux colonnes du groupe 
naturel. Il suffit que l'arrangement des lignes et celui des colonnes 
remplissent chacun, indépendamment l'un do l'autre, la condition 
requise ; en d'autres termes, les lignes peuvent Être disposées sui- 
vant un des ordres déterminés comme il a été dit, et les colonnes 
suivaut un autre de ces moines ordres. En général, pour une di- 
rection (a.r -+- by), il suffit de modifier l'ordre naturel dans la 
direction seule affectée par lo paramètre non premier avec le module 



nans la 
lodulc; 
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,i lu paramètre qui possède un l'acteur commua avec lo module est 
a, c'est l'ordre des colonnes qu'il faut modifier ; on devra au con- 
Iraîre, changer l'ordre de* lignes, si c'est le paramètre b qui n'est 
[1,1.1 premier avec te module. 

11 est bon de faire observer que lorsqu'on se trouvera on présence 
do deux équations définissant un carre, magique, il faudra non 
seulement disposer le groupe fondamental de manière a co que 
toutes ses lignes soient magiques dans les deux directions ainsi défi- 
nie», maïs encore faudra-t-il vérifier que lo groupe peut fournir 
des séries magiques suivant les deux diagonales ; ceci ne pourra 
être déterminé que par l'examen des sommes et des dillerences des 
deux équations données. 

Si l'on voulait appliquer la méthode ci-dessus indiquée pour le 
module <(, au module de i5, on ne pourrait pas obtenir de résultat 
satisfaisant. 

Ainsi les quinze nombres étant disposés comme suit 



i 7 



i3 



a 5 8 il li 

S 6 9 u .5 

on aurait, en adoptant une marche (x -j- y), l'ordre 

i. 3. 3. 5. 6. 4- 9' 7- 8. io. n. ia, i-V i5. i3 

qui ne peut être une solution, que si l'on permute les deuï nom- 
bres io et ii. 

Le fait que les différences de 3 en 3 nombres sont premières avec 
le module dans certains groupes do module rj, n'est pas uno condi- 
tion du problème. 

La méthode qui vient d'être indiquée est générale; elle suffit 
pour former tous les groupes pouvant fournir des séries magi- 
ques et par suite des carrés/éguliers. 

Elle peut être aisément étendue aux modules pairs. Mais avant 
de faire cette application, il importe do préciser les conditions aux- 



DE I. ORDONNA WIE DES 



quelles les carrés réguliers rie tels modules, s'il en existe, sont sou- 
mis. Nous savons qu'une condition essentielle pour lit constitution 
d'un carré déduit d'un groupe fondamcnt.il, est que le déterminant 
des paramètres des deux équations définissant ce carré, soit premier 
avec le module : c'est dire que, pour les modules pairs, ce déter- 
minant doit Être impair. On en conclut que si ces modules peuvent 
fournir des carrés réguliers, l'un au moins de ces quatre paramètres 
devra être pair, c'csl-à-dire avoir un fadeur commun avec le module. 

Lorsqu'un paramètre a un facteur commun avec unmodulccom- 
posé impair, on sait que, pour la direction définie par l'équation à 
laquelle appartient ce'pnramèlre, certaines lignes seulement jouissent 
de la propriété magique. Si l'on applique le calcul à l'effet de déter- 
miner les lignes magiques d'une telle direction dans un groupe ua- 
liirrl du module pair, on trouve qu'il n'en existe pas ; car l'équation 
qui permet de déterminer un nombre de la série magique ne donne 
pas de solution entière. 

Donc, les carrés que nous recherchons ne peuvent être fournis 
que par le moyen de groupes transformés. Nous verrons que de tels 
groupes existent et qu'on les détermine par les mêmes moyens que 
pour les modules impairs. 

Les deux paramètres d'une même équation ne peuvent pas être 
i même temps, car alors le nombre de points rencontrés par 
la direction définie par une telle équation serait inférieur à n. Pour 
ce qui est du carré magique, régulier, il serait irréalisable car le dé- 
terminant des quatre paramètres serait pair dans le cas considéré. 

Les deux équations principales peuvent présenter chacune un 
paramètre pair; mais si un Ici paramètre affectait la même direction 
dans chacune de ces équations, leur déterminant dans ce cas aussi 
serait pair et le carré irréalisable. 

On peut déjà pressentir par re qui a éfé dit an sujet des modules 
impairs composés, que l'arrangement a adopter pour le groupe fon- 
damental dépend de la valeur du paramètre pair et de la direction 
que ce paramètre affecte. Si donc on constitue un groupe fonda- 
mental compatible avec un paramètre pair donné, ce groupe ne 
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pourra pas en général donner de ligne magique avec un paramètre 
pair différent qui affecterait la même direction principale. 

Deux équation? données fournissant des lignes magiques dansun 
groupe fondamental, ne donnent pas nécessairement de carré ma- 
gique. Il faut pour cel.i que les équaiions des deux diagonales soient 
aussi compatibles avec la constitution de ce groupe; en d'autres 
termes, ces équations ne doivent pas contenir un paramétre pair 
différent de celui-ci pour lequel le groupe a élé établi. Si ce groupe 
donne par exemple des lignes magiques pour une direction (a a; -t-y)> 
le paramètre ail'eclant x dans l'équation de chacune des deux dia- 
gonales ne devra pas contenir un fadeur pair diffèrent de a, si ce 
facteur est diviseur du module; c'est-à-dire que ce paramétre ne 
pourra pas être égal à 4, s'il s'agit du module 8, mais il pourrait 
être égal à 6. 

Il n'existe pas dans les groupes de module pair de ligne ou de 
colonnes magiques : par suite, les paramètres affectant une même 
direction, dans chacune des deux équations principales, ne peuvent 
pas être égaux et leur somme ou leur différence ne pourra pas éLrc 
égale au module. En d'autres termes, si (»{ + |3ii) représente l'or- 
donnance des nombres dans le carré et ("5 -+- pi,), le degré de 
ce carré, les valeurs (a ± a') et (6 ± b'} ne devront pas être con- 
grues avec Je module; par suite, les quantités (a ■+■ p — it — p"). 
(i — P), (— P — a) et (i-«-p + p) doivent être dif- 
férentes de zéro, ce que l'on peut exprimer par 



- p^iï + p 



p et 






Dans le cas contraire, une des diagonales se réduirait à une ligne 
ou à une colonne du groupe fondamental et ne serait par suite pas 
magique. 

On voit ainsi à priori qu'il n'existe pas de carrés ù ordonnance 
oblique, pour les modules pairs ; car cette ordonnance exige l'exis- 
tence dans le groupe d'une ligne magique et les diagonales seules 
présentent ce caractère dans les groupes considérés ici. 
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a. fi. ~ et p étant le* caractéristiques ou paramètres do l'ordon- 
nance des nombres dans Ica carrés magiques, leur déterminant doit, 
tout comme [ab 1 — utï) être premier avec La modula ; pur conséquent, 
un do ces paramètre* nu moins devra être pair ou nul ; mais a ot 
d'une part, jl cl ? d'uuLrc part ne peuvent pas être pairs an 
temps; H l'une, de ses quantités, a par exemple, est paire, 
lement pourra êlro pair aussi. Ces principes généraux établis, nous 
pouvons passer aux applications. 

Pour déterminer l'arrangement ù donner aux lignes ou aux 
colonnes du groupe fondamental, à l'effet d'en déduire des carrés 
magiques, la formule à employer et cjuï a été précédemment iridi 
quée est 

v ,- {» + ■)» 



a représente le paramètre pair affectant une des deux directions 
principales, et S la somme des nombres indiquant, dans le groupe 
naturel, le rang des colonnes ou des lignes qui fournissent les 
nombres de la série magique dans la direction considérée. 

Soit comme exemple (an + y) la direction considérée; - colonnes 
seules fournissent les nombres de la série magique ; la somme des 
nombres occupant la tète de ces colonnes devra être égale à > — ; — '—- 
S'il s'agit d'une direction [a + ay), c'est la somme des nombres in- 
diquant le rang dans le groupe naturel de lignes fournissant la 
série magique, qui aura la valeur indiquée. 

Pour simplifier l'exposition, nous no prendrons comme exemple 
qu'une direction tello que (ax -+- y), ce qui sera dit à cet égard 
pouvant être appliqué à une direction (ai + ay). Une première 
conséquence h déduire de ce qui précède est que, si n — aa, il 
n'y a que deux colonnes du groupe qui donnent tous les nombres 
e magique. La somme des nombres occupant la tête de ces 
:olonncs est dans ce cas égale à {n -(- i). Par suite pourqu'un 



. 

... 
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groupe puisse «voir toutes ses lignes magiques dans une direction 

I- x -+- y\, il faut que l'arrangement à adopter pour les n premiers 

nombres naturels soil tel que la somme de deux quelconques de ces 

nombres distants de - x soit égale à (n -+- i) ; c'est-à-dire que si la 

premi Ère moitié de ces nombres est disposée dans son ordre naturel, 

les nombres restants devront être disposés dans l'ordre inverse. 

Ainsi dans l'hypothèse considérée, l'ordre des colonnes pour le mo- 
dule 4 cl la direction (ax -+- y), sera 

i. a. 4.3. 

et, pour le module 8 et la direction (4ar -+- y), cet ordre devra être 
i. a.3.4-8. 7 .6.5. 



Nous rappellerons encore que deux nombres ayant pour somme 
{n -+- 1) peuvent occuper une situation quelconque dans une telle 

ligne, à la conditon qu'ils se trouvent distants de - x. 

Ainsi par exemple les deux arrangements 



7. 1.4. 3. a. 8. 5. 6. 

sont des solutions de In question. 

Applications- Module 4- — Soient les éqi 



satisfaisant aux conditions générales qui ont clé définies, Pour for- 
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i adoptera par exemple l'un des deux groupes 



i3. M. 16. 
5. G. 8. 



mbinaison analogue. 
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qui peuvent d'ailleurs être déduits l'un de l'autre par permutations 
circulaires, car ils sont diaboliques. On peut en effet vérifier que 
l'ordonnance des nombres est (a \ -+- t\) et que le degré de ces carrés 

Les nombreux carres de module !\ que l'on peut aussi constituer 
tout en paraissant diN'i'reiils, m- seront pas distincts en réalité, leurs 
colonnes étant pour la plupart d'entre eux constituées par les mêmes 
nombres permutés cii'culairemeiil.. On le conçoit d'ailleurs aisément 
à priori, le nombre de paramètres possibles n'étant pas nombreux, 
et les signes différents dont on voudrait lus affecter ne pouvant pas 
modifier essentiellement le carré. En ell'el l'équation £ = x — 
équivaut à i = x + av, puisque pour le module 4. — a = a- De 
mÊme l'équation £ = a x -+- 3 y équivaut à£ = — ix — y. 

Module n ■ — 8. — Un des quatre paramètres des deux équations 
devra être égal à a ou à U- Nous avons déjà indiqué les arrangement» 
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possibles relatifs au paramètre 4- Pour ce qui esl du paramètre a, 
Management adopté doit être tel que la somme des nombres pris 

de deux en deux dans lu première ligne soit égale a -' ' — = 18. 

On aura par exemple l'ordre 

1. a. 4. 3. 5. C. 8. 7 

•M 

1. 3.8. 7. &. a. 5.6 

ou tout autre seniljlabb'menl formé. 

Pour le module S, les paramètres à employer dans les Jeux équa- 
tions varient de 1 à 7 ; les combinaisons possibles seront donc très 
variées et le nombre de carrés magiques réguliers très-considérable. 

Nous nous bornerons pour ce module à donner ci-après quelques 
systèmes d'équations ('), en indiquant en même temps l'ordon- 
nance des nombres dans les carrés que l'on en déduit 





ordonnance 
degré 


5; 

- E 


, = te + „ 1 


ordonnance 
degré 


S 
5S 


S- i + iyl 

r, =c 4* + 5/ ) 


ordonnance 
degré 


E 
— 3 E 


t] = 3a: -1- ky ' 


ordonnance 


4! 

- E 



(') Si au lieu de partir de doux équations fondamental*», on voulait 
istruire un carré on se donnant à priori l'ordonnance des nombres 
son degré, il faudrait tout d'abord que les paramètres j ndotifs satisfassent 
\ conditions plus liant établies. Ceci étant, on devra remonter au\ équa- 
tions principales afin de ]>ouvoir iliiertniw le groupe Jomlamttntal dont on 
doit déduire le carré. 
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ordonnance 
degré 


7E + ai 


+ .rj 


ordonnance 
degré 


- a| + 3r, 



= 3* 



Modale n = 16. — Il faut déterminer l'ordre du groupe pour 
les directions (me -+- j-), (à> -+- /) et {8x -+- y). Pour la première 
de ces directions, la sorume des nombres distants de ix doit être 
égale à 68 ; pour nue la direction (4:r -s- ^) puisse avoir ses lignes 
magiques, il faut que dans la première ligne du groupe, la somme 
des nombres distants de t\ x soit égale à 34 ; enfin la somme des 
nombres distants de Sx devra èlre égale à 1 7 pour que la direction 
{8x H- y) ait ses lignes magiques. On aurait par cncmplc pour la 
première île ces directions l'ordre 



i3. 14. 



. i5 



4. 1 



1. a. h- 3. 5. C. 8. 7. 9. 10. 12 
et pour la seconde. 

1. 2. 3, k- 6. 7. 8. 5. 11. ta. 9. 10. 16. i3. 



Nous passerons maintenant a l'examen des modules pairs com- 
posés de deux facteurs premiers dont l'un est impair. Ils se distin- 
guent essentiellement des précédents. 

Module n = 6. — Nous devons chercher l'arrangement a donner 
au groupe fondamental pour les deux directions (Zx -t- y) et (2a 1 -+-j-) 
La première de ces deu\ directions donnera toujours des lignes ma- 
giques, pour un groupe dans lequel la somme des deux nombres 
distants de 3,'' est égal à 7. H en sera de même des directions à pa- 
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ramèlre impair, pour loua les motlulcs de la nature de ceux que 
nous étudions ; noua n'aurons donc pas a y revenir. 

Pour ce qui est de la direction (aie -+- y), la somme des trois nom- 
bres distants l'un de l'autre de aa- dovra être égale à 

(.1+ l)« _il. 



il n'existe donc pas de solution entière. 

Ce résultat caractéristique est commun a tous les modules com- 
posés de deux facteurs premiers, dont l'un impair. Il est une con- 
séquence du Tait que la somme de n premiers nombres naturels est 
impaire. Or un groupe de module pair ne peut donner de carré 
magique que si un au moins des paramètres des deui équations est 

ir. Il n'existe donc pas de carrés réguliers pour les modules que 
nous examinons. 

Modules pairs ayant an seul facteur impair, le second facteur étant 
une puissance de 3 différente de la première. Ils sont de la forme 
n — a" (a/i -f- i). Pour ces modules, la direction (a"i -l- v)nc peut 
pas donner de ligne magique. 

Soit comme exemple n — [a ; l'ordre du groupe pour la direction 
(4x -I- y) devrait satisfaire ù la condition 

(" + ■) « 39 



iusolublc en nombres entiers. 

De même pour n — ao, on trouverait également que la somme 

dos cinq nombres distants de hx devrait être égaleà 

L'influence d'un fadeur impair dans le module se manifeste net- 
tement ainsi. Tout module pair contenant un ou plusieurs facteurs 
impairs ne pourra pas fournir de sérifà imgîqucs pour une direction 
au moins. 

Ceci établit pour les modules pairs une distinction essentielle 
entre ceux qui sont exclusivement puissances de a et les autres. Ces 
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derniers offrent, au point de vue des carrés magiques une nouvelle 
division. Il faut en distinguer ceux qui sont composas du facteur 3. 

Nous avons montré qu'un module pair ne peut donner de carré 
magique, que si l'une des deux équations fondamentales est affectée 
d'un paramètre pair. Or quel que soit le paramètre impair qui af- 
fecte la même direction colle av.ml le paramètre pair) dans la se- 
conde équation, la somme ou Lien la différence avec le premier 
sera forcément un multiple de 3. Par suite l'arrangement du groupe 
devra satisfaire en même temps aux directions (ax -\-y) ou (x -+- av) 
et a(3x + y) ou (a;-|- 3y). ce qui n'est pas en général possible. Donc 
les modules pairs ayant un facteur 3, ne peuvent pas donner de 
carrés magique* réguliers. 

Les modules ayant un ou plusieurs facteurs impairs différents de 
3, présentent aussi une particularité. On ne pourra pas, étant don- 
nées deux équations fondamentales compatibles avec le module, 
construire de carré magique, si la somme ou la différence des deux 
paramètres impairs affectant la même direction dans ces équations, 
est un multiple du produit des facteurs pairs du module ; car dans 
ce cas la diagonale corrciporidjnte ne serait pas magique. 

En résumé, il existe de nombreux carrés réguliers de module 
pair. Les restrictions qui en limitent relativement les variétés sont 
de même nature que celles concernant la constitution des carrés do 
modules composés impairs. 

Une distinction essentielle entre les modules impairs et les 
modules pairs, consiste eu ce que ces derniers ne peuvent jamais 
fournir de carrés à ordonnance oblique. 

Nous n'avons étudié dans ce travail que les transformations dans 
lesquelles les lignes et les colonnes du groupe fondamental sont 
toujours constituées par les mêmes éléments. 11 en existe beaucoup 
d'autres qui n'ont pas ce caractère. Les divers nombres de ebacune 
des lignes et colonnes du groupe fondamental peuvent appartenir à 
des lignes cl à des colonnes différentes du groupe naturel. L'appli- 
cation à de tels groupes des principes qui ont été exposés donnera 
toujours des carrés magiques. 
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Le développement de la question nous entraînerait trop loin. 

Nous nous contenterons de donner un exemple de groupe de 
de cette espèce, pour le module 8. 

Partageons le groupe naturel en huit tranches ainsi qu'il est 
indiqué sur la figure. 
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On constituera un groupe fondamental en rangeant en ligne les 
huit nombres de chacune de ces tranches en suivant pour ces tran- 
ches et pour ces nombres l'ordre de leur succession dans un sens 
choisi arbitrairement, de droite à gauche ou de gauche à droite. Ce 
sens une fois adopté ne devra pas varier pendant la construction de 
tout groupe. On pourra partir d'une tranclte quelconque et d'un 
nombre quelconque de cette tranche, Mais ce nombre étant adopté 
pour la première tranche. On devra pour chacune des autres, 
débuter par le nombre occupant la même situation. Ci-après un 
groupe ainsi constitué, auquel on peut d'ailleurs, on le com- 

MAoaosBi»». — De rgrdonnanco des nombre*. 9 
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prend facilement, faire subir une permutation circulaire quelconque, 

17 18 19 ao 38 3- 36 a5 

33 34 35 M tt (3 43 *i 

ig 5o ci 5a Go 5y 58 57 

53 M 55 56 fii 63 62 61 

3 7 3S 3g 4o 48 S7 46 45 

11 33 s3 ai 33 3i 3o 39 



4 



Comme application, adoptons les deux équations 



Nous en déduisons l'ordi 
n aura ainsi le carré magique 
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Les équations 



: 5a; ~t- 6/ 



donneraient un carré dont l'ordonnance serait (a£ — 3i) et le degré 
(3; + «ij. Nous le donnons ci-après. 
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